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به: تقدیم
و م دانند اله واحد سرچشمه ی از را دین و علم که قرآن تب م مخلص و صادق پیروان آن

م یابند. ری دی مبین و مل م را هرکدام ه بل نم بینند، آنها بین تناقض و تعارض هیچ نه تنها
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د مطالبتحت فهرست

آ  مطالب فهرست

١ ریاض منطق ١
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آنها ترکیب و گزاره ها ١ . ١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گزاره ها ترکیب در ارز هم قوانین ١ . ٢
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منطق سورهای و نما گزاره ١ . ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . منطق استنتاج و قیاس استدلال ۴ . ١
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریاض استقرای ۵ . ١

۵٣ مجموعه ها ٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه ها نظریه ی اصول و مجموعه ٢ . ١
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه ها اعمال ٢ . ٢
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه ها اعمال تعمیم و گذاری اندیس ٢ . ٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هم ضرب و ضرب ۴ . ٢
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوتایی عمل ۵ . ٢

٩١ ترتیب و رابطه ٣
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابطه ٣ . ١
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رابطه ها ترکیب ٣ . ٢
١٠٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیبی رابطه ی ٣ . ٣
١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ه مشب ۴ . ٣
١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بول جبر ۵ . ٣
١١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیتینگ جبر ۶ . ٣
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . افراز و هم ارزی رابطه ی ٣ . ٧

١٢٩ تابع ۴
١٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع ١ . ۴
١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع ترکیب ٢ . ۴
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مطالب بفهرست

١۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع) اساس (قضیه ۵ . ۴
١۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مجموعه ها تناظر ۶ . ۴

١٧۵ شمارایی و تناه ۵
١٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نامتناه و متناه مجموعه های ١ . ۵
١٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناشمارا و شمارا مجموعه های ٢ . ۵

١٨٩ اصل اعداد ۶
١٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصل عدد ١ . ۶
١٩٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اصل اعداد روی جبری اعمال ٢ . ۶
١٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمع عمل ٣ . ۶
١٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ضرب عمل ۴ . ۶
٢٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توان عمل ۵ . ۶
٢٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیوستار فرضیه ۶ . ۶

٢١٣ انتخاب اصل ٧
٢١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . آن مشابه معادل های بعض و انتخاب اصل ٧ . ١
٢١٩ . . . . . . . . . . . . . . آن غیرمتشابه معادل های بعض و انتخاب اصل ٧ . ٢
٢٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ترتیبی اعداد ٧ . ٣

٢۵٣ منابع

٢۵۵ انگلیس به فارس واژه نامه

٢۶٩ نمایه



اوری
د فتارتحت پیش

درک توانایی دلیل به شد، عطا وی به روان و درون پیچیده ی دنیای و یافت جهش که روزی از انسان

مقدورات غیر تسخیر و هست مجهولات گاه آ و هست شناخت صدد در پویایی، خصلت و مفاهیم

یافت. سرعت و شروع آن، از بهره مندی و هست رموز و اسرار به علم برای وی تلاش برآمد.

هرچیزی ارزش میزان که انسان یعن آن عمده ی و مهم موجود و هست وجودی فلسفه ی شناخت

طبیعیات .٢ ریاضیات .١ شد. مطرح انسان برای مسیر سه از م شود، ارزیابی وی سودمندی اعتبار به

عنوان به است. شده تقسیم جزئ تری و فرع و اصل شاخه ی ده ها به هرکدام وضوح به الهیات. .٣

مهندس شاخه های بسیاری و زمین زیست، ، شیم ، فیزی اصل شاخه های به طبیعیات تنه ی مثال

از و ... و نانو ، فیزی شیم تجزیه، ، معدن ، آل فرع شاخه های به شیم علوم است. شده  تقسیم

است. شده دسته بندی ریزتری شاخه های بسیاری هرکدام

ریاض است. ریاض علوم، مفاهیم بیان وسیله ی و اندازه گیری دقیق و قوی ابزار که است مبرهن

در م دانند. علوم همه ی مادر را ریاض دلیل، همین به است. اطلاعات و یافته ها انتقال وسیله ی

استدلال و مفاهیم تشریح و عقاید بیان و ابراز توانمند ابزار ریاض که م بینیم کتاب همین اول فصل

است. درست استنتاج و منطق

مبان لذا م یابد. قوام و موجودیت خود، اساس مبان و موضوعه اصول با علوم از هرکدام
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مطالب تفهرست

چهار م باشد. الهیات حت و طبیعیات ریاضیات، مفاهیم بیان وسایل مهمترین از ی ، ریاض علوم

به را آن بنیادی و عمده  اثر و یافت م توان علوم تمام در را تابع و رابطه مجموعه، منطق، موضوع

است. آنها بهره گیری درست روش و مفاهیم این آموزگار ، ریاض علوم مبان دید. م توان وضوح

آنها، ترکیب و گزاره ها بحث ر دی بیان به است. مرکب و بسیط معرفت های بحث اول فصل

بنابه فصل این در است. منطق استنتاج شیوه های و درست استدلال روش های و منطق استدلال

درک منظور به محاوره ای، زبان با آن اختلاط و آنها باورهای و انسانها گفتگوی در آن بسیار کاربرد

از دین مفاهیم در ریاض منطق کاربرد و دروغ، و تزویر با آن تمییز و حقیقت تشخیص و بیشتر

شده استفاده مفت زاده احمد کاکه علامه مشفق دانشمند و مجاهد عارف فکری مشرب و بیانات

مجموعه ها گرچه داده ایم. بسط و شرح موضوع اصول شیوه ی به را مجموعه ها دوم فصل در است.

این بر بعد فصل های مفاهیم نیز کتاب این در و هستند ریاض علوم شاخه های تمام بنیادی ابزار

رابطه ی نوع دو رابطه ها، فصل در است. تشریح و توضیح مستلزم بالذات اما است، استوار مبنا

با منطق پایه ای مباحث همچنین م گیرند. قرار بررس و بحث مورد تفصیل به هم ارزی و ترتیبی

شاخه ای هیچ م شود. داده مطابقت هیتینگ جبر و بول جبر ه، مشب همچون ترتیبی رابطه ی مباحث

باشد. نداشته آن در سازنده ای و عمده اثر و یابد قوام تابع بدون که یافت نم توان را ریاضیات از

آنالیز، جبر، شاخه های در تابع اساس قضیه ی پای جای م پردازد. بنیادی مفهوم این به چهارم فصل

است قضیه این از بارزی مثال کتاب جلد پشت طرح است. شده گود جبری توپولوژی و توپولوژی

پنج، فصل در هستند. مجموعه ها فصل مل م ۶ و ۵ فصل است. شده بیان مذکور شاخه های در که

از مجموعه ها شش، فصل در و م گیرند قرار بررس مورد شمارایی و تناه دیدگاه دو از مجموعه ها

م شوند. دسته بندی اعضا تعداد نظر
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مطالبث فهرست

است. مرکب و پیشرفته مفاهیم از دشوارتر بسیار بنیادی و ساده مفاهیم اثبات م دانید، همچنانکه

از ی کرد. ثابت نم توان شده دانسته قبل اطلاعات با و تنهایی به هم را مفاهیم این از بعص

تلاش آن رد یا و اثبات برای ٢٠ و ١٩ قرون در زیادی دانشمندان است. انتخاب اصل مفاهیم این

ثابت مجموعه ها نظریه موضوعه ی اصول با را آن سازگاری و اثبات توانایی عدم نهایت در و کردند

به است. شده ثابت و معرف انتخاب اصل برای ریاض شاخه های از بسیاری در معادل ده ها نمودند.

اصل ٧ فصل در است. بزرگ سد آن رد و ریاض زمینه در عجیبی رشد نقطه ی آن، قبول دلیل همین

کالج کتابخانه کتاب، جلد روی طرح م گیرد. قرار بررس مورد آن معادل های از بعض و انتخاب

است. گرفته قرار استفاده مورد انتخاب، اصل از بارزی مثال عنوان به که است ایرلند ترینیت

برای مجموعه ها نظریه ی درس و ریاض علوم مبان درس ارائه ی برای کتاب این که است امید

اران هم و اساتید تمام از پایان در گردد. واقع مفید کامپیوتر علوم و آمار ، ریاض رشته ی دانشجویان

بسیار نموده اند، یاری کتاب، از قسمت ویراستاری در و ترغیب کتاب، تالیف در مرا که گرام

زارم. سپاس

کردستان. اه دانش علم هیات عضو بانه، کاظم محمدظاهر
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ریاض منطق

مقدمه

واقع ارزش با متناسب موضوع هر و علم هر مفاهیم درست انتقال و دریافت ابزار منطق،

اصول موضوع، آن با متناسب و م کند دنبال را موضوع علم هر م دانید؛ همچنانکه است. آن

تعاریف، آن مبنای بر و تعریف مفاهیم اصول، آن مبنای بر م شود. تعریف موضوع آن برای موضوع

کرد. استدلال آن ها درست برای و نمود اثبات باید را آن ها درست که م گردند بیان قضایایی و ام اح

است. فوق سه گانه ی مفاهیم به دستیابی علم شیوه های و اسلوب ارائه ی منطق،

ارسطویی منطق کاست های ١٩ قرن در راسل برتراند و نمود پایه ریزی را کلاسی منطق ارسطو

ساده چنان و بیان ریاض علائم و نمادها با را منطق مفاهیم راسل نهاد. بنیان را نو منطق و رفع را

قواعد این وسیله ی به ریاض شاخه های تمام کرد. تدریس متوسطه دوره های در را آن بتوان که نمود

ذاری نام ریاض منطق را آن دلیل همین به م کنند استدلال خود ادعای برای و بیان را خود مطالب

است. درست استنتاج و استدلال گزاره ها، بیان شیوه های و اصول بررس ، ریاض منطق کردند.

مجموعه فصل این ارائه ی از قبل است لازم اما دارند، مجموعه از نسبی شناخت خوانندگان گرچه

اثری مجموعه آن در اشیاء جابجایی که مجزا دو دوبه و معین و مشخص اشیاء از دسته ای عنوان به را
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ریاض منطق .١ ٢فصل

شود. یادآوری نم کند، ایجاد تغییری و ندارد

آنها ترکیب و گزاره ها ١ . ١

تعجبی، ، عاطف امری، ، پرسش خبری، جملات از گوناگون صور به جملات ، زبان هر ادبیات در

ما بحث مورد موضوع تنها وضوح به م شوند. بندی تقسیم نیز جمله شبه صورت به حت و آرزویی

ی تنها که جملات آن هم و است خبری جمله ی صورت تنها ر دی علوم از بسیاری و ریاض علم در

سلیقه ی یا باشند نامشخص که هم خبری جملات بپذیزند. را بودن نادرست یا درست حالت دو از

مطلق مفهوم یا و باشد موجود جمله آن کلمات مورد در مختلف تعاریف یا باشد دخیل آن در انسانها

گزاره را خبری جملات چنین نیست. ریاض منطق موردنظر رود، ار ب تفضیل یا نسبی حالت جای به

م نامند.

گزاره اند. زیر جملات .١ . ١ . ١ مثال

است. کردستان استان مرکز سنندج : (١)

است. اول عددی ۵ : (٢)

بود. شنبه ی فرما، تولد روز : (٣)

٢٣ = ۶ : (۴)

گویاست. عدد ی ، π عدد : (۵)

است. ۵ ،
√
٧ اعشاری رقم صدمین : (۶)

است. رقم ١٠ اول، عدد هزارمین : (٧)

به نیازمند بعض و آورد بدست سادگ به م توان را فوق گزاره های از بعض نادرست یا درست
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آنها٣ ترکیب و گزاره ها .١ . ١

یا و سالها که هستند گزاره ها بعض هستند. پیچیده ای و دقیق خیل محاسبات یا و بیشتر بررس

نم کند وارد آن بودن گزاره به لطمه ای ول کرد رد یا ثابت را آن درست که شد ب طول قرنها شاید

فرما. قضیه ی آخرین همانند

نیستند. گزاره زیر جملات .١ . ١ . ٢ مثال

است. اخلاق خوش احمد : (١)

. است غن آسمان : (٢)

هستند. قیمت ارزان محمدآقا مغازه ی وسایل : (٣)

است. اول عددی x : (۴)

است. کامل مربع اسب : (۵)

سلیقه ای مفهوم ی اخلاق بد یا اخلاق خوش کل حالت در و بودن اخلاق خوش ،(١) مثال در

تلق بداخلاق ر دی شرایط در و اخلاق خوش شرایط در ثابت حالت ی است ن مم یا و است

م شود.

امیر با بود تذلل ن ولی فقیر با بود تحمل تواضع

به مفهوم ی بیان لذا دارد بودن غن از تعریف خود تخصص زمینه ی برای فردی هر ،(٢) مثال در

نیست. درست ریاض گزاره های در نامشخص و مطلق صورت

را آن ما که ر دی مغازه ای به نسبت و قیمت ارزان مغازه ای نسبت به مغازه ای وسایل ،(٣) مثال در

نیست. گزاره خبری جمله ای چنین پس باشند، گران تر شاید نم شناسیم

نظر در انگلیس الفبای حروف از ی را آن م توان است. نامشخص و مجهول ی x ،(۴) مثال در
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ریاض منطق .١ ۴فصل

درست گزاره ی طبیع اعداد بعض برای دوم حالت در و نادرست گزاره ای اول حالت در گرفت.

م آید. بدست نادرست گزاره ی بعض برای و

م کنیم. استفاده p, q, r, s, ... کوچ حروف از ریاض منطق در گزاره ها برای معمولا

م شوند. نامیده ساده گزاره ی م کنند، بیان را مفهوم ی کدام هر که اول مثال همچون گزاره هایی

م نامند. مرکب گزاره های را آنها که ساخت جدید گزاره های گزاره ها، ترکیب از م توان

هستند. مرکب زیر گزاره های .١ . ١ . ٣ مثال

است. بزرگتر ٣ از و نیست گویا π عدد :(١)

م کند. کار یا م رود اه دانش به احمد :(٢)

است. سرد هوا آنگاه بیاید، برف اگر :(٣)

در که دارد وجود متعددی شیوه های مرکب گزاره های یل تش و ساده گزاره های ترکیب برای

منطق در م شود یاد اضافه حروف موارد بعض در و ربط حروف عنوان به آنها از مختلف زبان های

م کنند. ترکیب هم با را گزاره دو که دارند وجود فرع رابط هایی و اصل رابط هایی نیز ریاض

نقیض یا نف : الف : از عبارتند اصل رابط های

” و ” عطف ترکیب ب:

منطق یای شمول یای ” یا ” فصل ترکیب : پ

” آنگاه ‐ اگر ” شرط ترکیب : ت

” اگر تنها و اگر ” دوشرط ترکیب : ث

به گزاره ها نقیض و عطف ترکیب رر م استفاده ی با را شرط دو و شرط ، فصل ترکیب های اگرچه

م کنیم. بیان اصل ترکیب های عنوان به باز را آنها ما اما آورد، بدست م توان پیچیده صورت
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از: عبارتند آنها از بعض که دارند وجود زیادی فرع رابط های

نقیضین). جمع متناقض، (ترکیب ” جمع مانع یای ” عطف بلا فصل ترکیب : الف

ضدین). جمع متضاد، (ترکیب ” آن نه یا و این نه ” ناسازگار ترکیب : ب

.” آن نه و این نه ” متصل نف ترکیب : پ

خود به را نادرست یا درست ارزش دو از ی تنها گزاره هر شدیم یادآور درس شروع در همچنانکه

اگرچه م نامیم. کلاسی منطق یا و ریاض منطق یا ارزش دو منطق را کلام منطق چنین و م گیرد

دو یا و نادرست و درست صورت دو از ی تنها که هستند خبری جملات انسانها، متداول کلام در

یا نادرست، قسمت و درست قسمت م توانند ه بل ندارند، را سیاه و سفید یا و ی و صفر صورت

خاکستری از طیف سفید و سیاه بین که م بینیم کل حالت در و یرند ب قرار ی و صفر بازه ی در

موجود قضایای اثبات و ریاض برای که آنجا از م نامیم. فازی منطق را منطق چنین دارد. وجود نیز

به سخن ارزش دو منطق از تنها کتاب این در لذا است کلاسی منطق به نیاز تنها آن، شاخه های در

است. آمده میان

و است گزاره ی نیز p گزاره ی نقیض آنگاه باشد، گزاره ی p اگر :( (نف نقیض .١ . ١ . ١ تعریف

با متناقض ∼ p گزاره ی ارزش است. p ارزش به وابسته ∼ p ارزش م دهیم. نمایش ∼ p با را آن

درست ∼ p آنگاه نادرست، p اگر و نادرست ∼ p آنگاه درست، p اگر که معن بدین است، pارزش

است.

مثال عنوان به م خوانیم. ” p نه ” یا ” p که نیست چنین ” یا ” p نقیض ” با را ∼ p معمولا

عل که نیست چنین ” یا و ” نیست دانشجو عل ” صورت به ” است دانشجو عل ” گزاره ی نقیض

م شود. بیان ” است دانشجو
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علائم از و درست برای ” t ” یا و ،” ١ ” ،” د ” مختصر علامت های از گزاره، دو گذاری ارزش برای

ترتیب به ” ن ” و ” د ” علائم از کتاب این در م کنند. استفاده نادرست برای ” f ” یا و ” ٠ ” ،” ن ”

است. شده استفاده نادرست و درست مفاهیم برای

ی از آنها بین رابطه ی و گزاره ها ترکیب در ن مم حالات تمام یافتن موقع در کار، سادگ برای

زیر ساده ی جدول مثال عنوان به م کنیم. استفاده درست جدول یا گزاره ها ارزش جدول نام به جدول

است. ∼ p و p گزاره ی دو رابطه ی و ن مم حالات بیانگر

p ∼ p
د ن
ن د

نقیض درست ارزش جدول :١ . ١ جدول

کنیم ترکیب هم با ” و ” عطف حرف با را q و p گزاره ی دو گاه هر : عطف ترکیب .١ . ١ . ٢ تعریف

” م خوانیم و داده نمایش ( p&q موارد بعض در ) p ∧ q با را آن که م آید بدست مرکبی گزاره ی

باشند. درست دو هر که است درست حالت در تنها p ∧ q گزاره ” q و p

گزاره، دو ترکیب برای لذا است. ن مم حالت دو q و p گزاره های از کدام هر برای که آنجا از

است. شده بیان حالات تمام زیر ارزش جدول در که دارد وجود ن مم حالت ٢× ٢

نوع به که م شود استفاده اینها نظایر و ” ول ” ،” اما ” همچون حروف از مردم محاوره ی زبان در

من گزاره ی دو یعن نخریدم، سبزی ول رفتم بازار به من مثال؛ عنوان به است. عطف ترکیب همان

شده اند. عطف ترکیب نخریدم، سبزی من و رفتم بازار به



اوری
د تحت

آنها٧ ترکیب و گزاره ها .١ . ١

p q p ∧ q
د د د
د ن ن
ن د ن
ن ن ن

عطف ترکیب درست ارزش جدول :١ . ٢ جدول

ن مم م نامند. مولفه را گزاره ها از کدام هر معمولا گزاره، دو ترکیب از مرکب گزاره ی ی در

باشد. مرکب گزاره ی ی خود مولفه ها، از کدام هر است

برای ن مم حالات تمام گزاره، nترکیب در شت ها، جای و ترکیبی آنالیز از استفاده با .١ . ١ . ١ تذکر

٨ = ٢٣ ،r و q ، p گزاره ی سه ترکیب برای مثلا م باشد. حالت ٢n مرکب، گزاره ی گذاری ارزش

نصف p گزاره ی برای ن، مم حالات نوشتن برای دانشجویان راهنمایی منظور به است. ن مم حالت

چهارم) و (دوم زوج های ربع و سوم) و (اول فرد های ربع صورت به q برای نادرست، نصف و درست

(دوم، زوج هشتم های ی و درست ( هفتم پنجم، سوم، (اول، فرد های هشتم ی r گزاره ی برای و

سه ترکیب برای مثال عنوان به دهید. ادامه منوال همین به و دهید قرار نادرست هشتم) ششم، چهارم،

است. شده بیان زیر ارزش جدول در ن مم حالات تمام r و q ، p گزاره ی

p q r

د د د
د د ن
د ن د
د ن ن
ن د د
ن د ن
ن ن د
ن ن ن

گزاره سه ترکیب نادرست و درست جدول :١ . ٣ جدول

کنید. رسم سطر حالت ٢۴ = ١۶ با جدول گزاره چهار برای شما
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یا p ” مرکب گزاره ی که ” یا ” هدف با q و p گزاره ی دو ترکیب در : فصل ترکیب .١ . ١ . ٣ تعریف

آنها از ی حداقل که است درست صورت در م شود، نوشته ”p ∨ q ” نماد با و م آید بدست ” q

باشد. نادرست گزاره دو هر که است نادرست صورت در تنها p ∨ q یا و باشد درست

دو هر م تواند است، درست آنها از ی فقط که نیست معن بدین p ∨ q م کنیم یادآوری باز

باشند. درست

هستند. درست زیر فصل مرکب گزاره های .۴ . ١ . ١ مثال

است. اول یا است زوج ۴ عدد : (١)

است. اول یا زوج ٣ عدد : (٢)

است. اول یا است زوج ٢ عدد : (٣)

است. زیر صورت به p ∨ q فصل ترکیب ارزش جدول

p q p ∨ q
د د د
د ن د
ن د د
ن ن ن

فصل ترکیب درست ارزش جدول :۴ . ١ جدول

بدین م برند؛ ار ب ” جمع مانع یای ” منظور برای را ” یا ” حرف کتابی، حت و محاوره ای ادبیات در

منطق در نیستند. نادرست یا و درست باهم دو هر و هستند درست گزاره دو از ی فقط که معن

را آن و م نامند عطف) بدون (یا بلاعطف فصل ترکیب یا متناقض ترکیب را ترکیبی چنین ریاض

است. زیر صورت به p ⊻ q گزاره ای ارزش جدول م دهند، نمایش p ⊻ q علامت با
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p q p ⊻ q
د د ن
د ن د
ن د د
ن ن ن

بلاعطف فصل ترکیب درست ارزش جدول :۵ . ١ جدول

از بسیاری در م آید، بدست سادگ به اصل ترکیبات وسیله ی به جمع” مانع ”یای ترکیب که، آنجا از

کرده ایم. ذاری نام فرع ترکیب ی را آن دلیل همین به نیز ما م کنند. صرفنظر ترکیب این از کتابها

فصل ترکیب همین بیانگر که باشید شنیده را ” است محال نقیضین رفع و جمع ” جمله ی شاید

که م شوید متوجه کنید تامل کم قرآن در اگر بزنیم. دین کلام در مثال بیایید است. عطف بدون

نشانه های و است ١ قلب رقت و محبت و رافت و مهربان و رحم مومنین، خصال و ایمان نشانه های

به است. ٢ قلب شدت و سخت و سنگدل و محبت بی و رحم بی کافران، خصوصیات و کفر

فعال ایمان خصوصیات متعدد آیات در دارند. قرار ر همدی تقابل در دو این که فهمید م توان وضوح

لذا دید. م توان ... و صابئ یهودیت، مسیحیت، همانند ر دی شرایع از جمله از مسلمانان غیر در را

است مربوط قلب به کفر و ایمان مفهوم نم آورد. حساب به کافر نباشد، مسلمان که کس هر قرآن

انسان قلب در دو هر که ندارد ان ام و دارد وجود آنها از ی حتما یعن است، نقیضین جمع و ٣

است انسان والای خصال و صفات مفهوم به اخلاق انسان هر درون در ایمان ثمره ی که زیرا باشد.

زیراکه نداند. خود ولو دارد ریشه او وجود در ایمان درخت شود یافت مثبت خصلت انسان در و

من تفیض اعینهم ج:تری وقلوبهم(زمر٢٣) جلودهم تلین ...ثم منه ب:تقشعر قلوبهم(انفال٢) وجلت ه ال ذکر الف:اذا ١

الدمع(مائده٨٣)
قسوه(بقره٧۴) اشد او کالحجاره م...فه قلوب قست ثم ٢

م(حجرات١۴) قلوب ف الایمان یدخل لما ...و تومنوا لم ٣
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۴ است. مربوط قلب به ایمان و ذهن به دانستن

درست دو هر که باشد نادرست صورت در که: کنیم ترکیب نوع را گزاره دو اگر .۴ . ١ . ١ تعریف

منطق در م نامیم. ” ضدین جمع ” را مرکبی گزاره ی چنین و متضاد ترکیب را ترکیبی چنین باشند

ناسازگار ترکیب کتابها از بعض در م گویند. نیز ناسازگار ترکیب را گزاره دو متضاد ترکیب ریاض

م دهند. نمایش p | q با را q و p گزاره ی دو

است: زیر صورت به آن گزاره ای ارزش جدول

p q p|q
د د ن
د ن د
ن د د
ن ن د

متضاد ترکیب درست ارزش جدول :۶ . ١ جدول

سفید م تواند شیئ ی است. برقرار متضاد ترکیب یا ضدین جمع رنگها، ترکیب در .۵ . ١ . ١ مثال

نیست. سیاه هم و سفید هم اما نباشد، هم سیاه و نباشد

غیرمنطق چقدر نباشد. هم کافر و نباشد مسلمان انسان، است ن مم فوق، توضیح طبق .۶ . ١ . ١ مثال

۵ بنامیم. کافر را آنها امثال و وارا چ لومومبا، ماندلا، گاندی، همچون بزرگواران که، است
از عناد و استکبار خاطر به ول رسیده آنها به صحیح صورت به دعوت که دسته ای التفرقه): (فیصل غزال امام کافر؛ و کفر مفهوم ۴

شناخت عین در حقیقت با مخالفت ورزی و ستیزه جویی کفر، روح :( اله مطهری(عدل ه آیت ال م زنند. سرباز پذیرشش و آن ادله ی نظر
حقیقت و باطن به نظر ایمان مانند کفر است...کلمه دین ضروریات یا اصول انکار کفر قرآن): از (پرتوی طالقان ه آیت ال است. حقیقت
شیخ است. کافر عامد عالم ر)مقابله گر دی جایی است(در عناد و نفسان عارضه ی و ه) مل و عدم دارد(نه تضاد تقابل ایمان با است...و
...به :(۶ مفت زاده(نامه احمد کاکه الاقلون.... هم هولاء و عنادا، ینکره و الحق یعرف من المنار): رشیدرضا(تفسیر استاد محمدعبده،
مقابله گر آنگاه گردد؛ عرضه آن، کامل و درست صورت در دین باید باد‐: والاتر رحمت دار در محمدعبده‐درجاتش شیخ مرحوم قول
واسطه ی به عقل تا است لازم هم دین ( عین ”شاهد”(نمونه ی وجود ای، عرضه چنان همراه من، نظر به بود. خواهد کافر عمد، و علم با

کفر). نه درجات، به تناسب است، معصیت بعض الحق با مقابله گردد(اما بی تردید حجت، بودن کامل
م نامد. مومن ملحد را ماندلا امثال احمد کاکه و م داند فطری مسلم ه بل کافر نه را دکارت همانند کسان مطهری ۵
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دانشجویان دلیل بهر است؟ چند ساعت م پرسد: دانشجویان از معلم که شنیده اید بارها کلاس در

آنها از ی شاید نیست. پذیر ان ام هم با آنها همه ی وضوح به م دهند. استاد به متفاوت جوابهای

نباشد. درست آنها از کدام هیچ شاید و درست

، اول طوری که به است شرط ترکیب گزاره، دو ترکیب از ر دی نوع : شرط ترکیب .۵ . ١ . ١ تعریف

” q آنگاه p اگر ” شرط مرکب گزاره ی آنگاه باشند، گزاره دو q و p اگر م دهد. نتیجه را دوم

صورت در p −→ q مرکب گزاره ی که است صورت بدین آن ارزش و داده نمایش p −→ q با را

آنگاه ” باشد، نادرست q و درست p اگر یعن دهد، نتیجه را نادرست درست، که است نادرست

است. نادرست p −→ q مرکب گزاره ی

است. زیر صورت به شرط ترکیب گزاره ی ارزش جدول

p q p −→ q

د د د
د ن ن
ن د د
ن ن د

شرط ترکیب درست ارزش جدول :١ . ٧ جدول

دهد. نتیجه را نادرست م تواند هم دهد، نتیجه را درست م تواند هم نادرست، که است بدیه

مطرح حالت دو این محاوره ای زبان در بود. خواهد درست شرط مرکب گزاره ی صورت این در

را نادرست نادرست، یا م شود. برده ار ب م دهد نتیجه را درست درست، حالت تنها و نم شود

م دهد. نتیجه

p ” ،” q اگر فقط p ” ،” p اگر q ” ، ” را q م دهد نتیجه p ” همانند جملات p −→ q برای
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شرط گزاره ی در .” تال q و مقدم p ” ،” است p برای لازم شرط q ” ،” است q برای کاف شرط

است. درست مقدم، انتفای به p −→ q گزاره ی گوییم باشد، نادرست p اگر ، p −→ q

کرد. خواهید درک بهتر را شرط گزاره ی ده ارزش شیوه ی کنید. توجه زیر مثال های به

است. ابری هوا آنگاه ببارد، باران اگر : الف .١ . ١ . ٧ مثال

م رویم. مسافرت به آنگاه باشد، آفتابی هوا اگر : ب

فرض با اگر شرط گزاره ی ی در م نامیم. استلزام ی را درست همیشه شرط گزاره ی ی

قضیه  را درست شرط گزاره ی آن شود، نتیجه q درست استدلال، درست روش های با p بودن درست

با را استلزام ی کتاب ها بعض در کرده اید. برخورد کلمه این با قبل دوره های در بارها که م نامیم

م دهند. نمایش p =⇒ q

ر دی علوم و ریاض مفاهیم در اوقات بسیاری و محاوره زبان در مواقع بعض : دوشرط ترکیب

هم به شیوه ای به را گزاره دو این و هستند سان ی گزاره، دو درست ارزش که کنیم ثابت م خواهیم

م نامند. شرط دو ترکیب را ترکیبی چنین م دهیم. ربط

نماد با را q و p شرط دو ترکیب صورت این در باشند. گزاره دو q و p کنید فرض .۶ . ١ . ١ تعریف

صورت در تنها مرکب گزاره ی این . « q اگر تنها و اگر p » م خوانیم و داده نمایش « p ←→ q »

نادرست. دو هر یا باشند درست دو هر یا که است درست

لازم شرط p » ، « p اگر تنها و اگر q » ، « q اگر فقط و اگر p » همانند جملات « p←→ q » برای

اگر م شود. برده ار ب نیز آنها نظایر و « p برای است کاف و لازم شرط q » ، « q برای است کاف و

م گوییم. هم ارز یا معادل را دو آن باشند سان ی هم با ارزش نظر از گزاره دو



اوری
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آنها١٣ ترکیب و گزاره ها .١ . ١

است. زیر صورت به گزاره دو شرط دو ترکیب درست ارزش جدول

p q p←→ q

د د د
د ن ن
ن د ن
ن ن د

دوشرط ترکیب درست ارزش جدول :١ . ٨ جدول

در بود. خواهند معادل هم با گزاره دو آن آنگاه باشد، درست همیشه دوشرط گزاره ی ی اگر

نمایش « p ⇐⇒ q » علامت با و م نامند شرط دو استلزام ی را دوشرط گزاره صورت این

م دهند. نمایش نیز p ≡ q علامت با باشند هم ارز q و p گزاره ی دو اگر م دهند.

نمایش (False) F با را غلط همیشه گزاره ی ی و (True) T با را درست همیشه گزاره ی ی

م دهبم.

نف ترکیب با را q و p گزاره ی دو اگر یعن دام. هیچ یعن متصل نف ترکیب محاوره، زبان در

یعن ) نباشد درست دام هیچ که است درست موقع تنها مرکب گزاره ی کنیم ترکیب هم با متصل،

نمایش p ↓ q با را ترکیب این کتابها، از بعض در .( q نه و است درست p نه که است درست موقع

م دهند.

p q p ↓ q
د د ن
د ن ن
ن د ن
ن ن د

متصل نف ترکیب درست ارزش جدول :١ . ٩ جدول
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ریاض منطق .١ ١۴فصل

گزاره ها ترکیب در ارز هم قوانین ١ . ٢

و م کنیم بیان قضیه عنوان به را گزاره ها ترکیب که مربوط استلزام های و هم ارزی ها از بعض حال

م بریم، ار ب قضایا استناج و اثبات و استدلال روش های در بعدا که قوانین عنوان به را کدام هر

م کنیم. ذاری نام

فصل و عطف ترکیب به مربوط هم ارز قوانین

برقرارند. زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره سه r و q ، p کنید فرض .١ . ٢ . ١ قضیه

∼ (∼ p) ≡ p : مضاعف نف قانون الف)

: خودتوان قوانین pب) ∧ p ≡ p, p ∨ p ≡ p

: جابجایی قوانین pج) ∧ q ≡ q ∧ p, p ∨ q ≡ q ∨ p

: پذیری شرکت قوانین pد) ∧ (q ∧ r) ≡ (p ∧ q) ∧ r

p ∨ (q ∨ r) ≡ (p ∨ q) ∨ r

: پخش یا پذیری توزیع قوانین pه) ∧ (q ∨ r) ≡ (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)

p ∨ (q ∧ r) ≡ (p ∨ q) ∧ (p ∨ r)

به را بقیه و نیم می ثابت گزاره ها ارزش جدول از استفاده با را پخش قوانین از ی فقط برهان.

م کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان
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گزاره ها١۵ ترکیب در ارز هم قوانین .١ . ٢

p q r p ∧ q p ∧ r q ∨ r p ∧ (q ∨ r) (p ∧ q) ∨ (p ∧ r)
د د د د د د د د
د د ن د ن د د د
د ن د ن د د د د
د ن ن ن ن ن ن ن
ن د د ن ن د ن ن
ن د ن ن ن د ن ن
ن ن د ن ن د ن ن
ن ن ن ن ن ن ن ن

پخش قانون درست جدول :١ . ١٠ جدول

برقرارند. زیر قوانین باشند. گزاره دو q و p کنید فرض دمورگان) (قوانین .١ . ٢ . ٢ قضیه

: عطف ترکیب نقیض ∽الف) (p ∧ q) ≡∼ p∨ ∼ q

: فصل ترکیب نقیض ∽ب) (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q

م کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را ب قسمت و م کنیم ثابت را الف قسمت برهان.

p q p ∧ q ∼ p ∼ q ∼ p∨ ∼ q ∼ (p ∧ q)
د د د ن ن ن ن
د ن ن ن د د د
ن د ن د ن د د
ن ن ن د د د د

دمورگان قانون درست جدول :١ . ١١ جدول

برقرارند. زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره دو q و p کنید فرض .١ . ٢ . ١ نتیجه

p ↓ q ≡∼ (p ∨ q) متصل: نف ترکیب الف)

p | q ≡∼ (p ∧ q) ناسازگار: ترکیب ب)

نامیدیم. فرع ترکیب را ترکیب دو این دلیل همین به
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ریاض منطق .١ ١۶فصل

فصل و عطف و شرط ترکیب به مریوط هم ارز قوانین

برقرارند. زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره سه r و q ، p کنید فرض .١ . ٢ . ٣ قضیه

نقیض: عکس قانون الف)
p −→ q ≡∼ q −→∼ p

: فصل و شرط رابطه ی ب)
p −→ q ≡ q∨ ∼ p

: پذیری توزیع قوانین پ)
p ∨ (q −→ r) ≡ (p ∨ q) −→ (p ∨ r)

p −→ (q ∧ r) ≡ (p −→ q) ∧ (p −→ r)

p −→ (q ∨ r) ≡ (p −→ q) ∨ (p −→ r)

: خلف برهان قانون ج)
p −→ q ≡ (p∧ ∼ q) −→ (q∧ ∼ p)

p −→ (q −→ r) ≡ (p∧q) −→ r : مقدم دو تفکی قانون د)

بلاعطف فصل و عطف و دوشرط ترکیب به مریوط هم ارز قوانین

برقرارند. زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره دو q و p کنید فرض .۴ . ١ . ٢ قضیه

p←→ q ≡∼ p←→∼ q الف)

p←→ q ≡ (p −→ q) ∧ (q −→ p) ب)

p←→ q ≡∼ (p⊻q) ج)

همین به است شرط دو ترکیب نقیض بلاعطف فصل ترکیب که م شویم متوجه ج قسمت از

نامیدیم. فرع ترکیب را آن دلیل



اوری
د تحت

گزاره ها١٧ ترکیب در ارز هم قوانین .١ . ٢

گزاره ها ترکیب در استلزام قوانین

برقرارند. زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره دو q و p کنید فرض .۵ . ١ . ٢ قضیه

:( فاصل ادخال ) جمع قانون الف)
p =⇒ p ∨ q

:( عاطف حذف ) اختصار قوانین ب)
p ∧ q =⇒ p, p ∧ q =⇒ q

:( مولفه رفع ) حذف قوانین ج)
(p ∨ q) ∧ (∼ p) =⇒ q

(p ∨ q) ∧ (∼ q) =⇒ p

:( انتزاع ) قیاس قانون د)
(p −→ q) ∧ p =⇒ q

:( انتزاع نقیض ) دفع قیاس قانون ه)
(p −→ q) ∧ (∼ q) =⇒∼ p

برقرارند. زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره سه r و q ، p کنید فرض .۶ . ١ . ٢ قضیه

(p −→ q)∧ (q −→ r) =⇒ p −→ r ( شرط ترکیب در ) ترایابی: یا تعدی قانون الف)

(p←→ q)∧(q ←→ r) =⇒ p←→ r ( شرط دو ترکیب (در ترایابی: یا تعدی قانون ب)

زیر قوانین صورت این در باشند. گزاره سه r و q ، p کنید فرض هیلبرت) (قوانین .١ . ٢ . ٧ قضیه

برقرارند.

p −→ q =⇒ ⌈(p ∧ r) −→ (q ∧ r)⌉ الف)

p −→ q =⇒ ⌈(p ∨ r) −→ (q ∨ r)⌉ ب)
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ریاض منطق .١ ١٨فصل

برقرارند. زیر قوانین باشند. گزاره s و r ، q ، p کنید فرض راسل) (قوانین .١ . ٢ . ٨ قضیه

⌈(p −→ q) ∧ (r −→ s)⌉ =⇒ ⌈(p ∧ r) −→ (q ∧ s)⌉ الف)

⌈(p −→ q) ∧ (r −→ s)⌉ =⇒ ⌈(p ∨ r) −→ (q ∨ s)⌉ ب)

منطق سورهای و نما گزاره ١ . ٣

آن کلمات تمام که است خبری جمله ی ی گزاره، ی شد، اشاره گزاره تعریف در که همانطور

است. دار معن هم، کلمات بین رابطه ی و است مفهوم با و مشخص

x اول جمله ی در کنید مرور دوباره را « است کامل مربع اسب » و « است اول عدد ی x » مثال های

مشخص کلمات تمام گرچه دوم جمله ی در و دارد قرار دسته ای چه در نم دانیم که است متغیر ی

نیست. آنها بین درست رابطه ی اما هستند معلوم و

دو هر دهیم، قرار طبیع عدد ی دوم، جمله ی در اسب جای به و اول جمله ی در x جای به اگر حال

بحث مورد گزاره های که است مجموعه ای به نیاز لذا م شود. تبدیل نادرست) یا (درست گزاره به

عالم ، جهان مجموعه ی مرجع، مجموعه ی را مجموعه ای چنین باشند. معن دارای آن محدوده در

است اشیاء از دسته ای سخن حوزه ی خلاصه طور به م نامیم. کلام قلمرو یا سخن حوزه ی سخن،

ماست. موردبحث آنها ویژگ های که

است شامل را گزاره در شده بیان ویژگ که سخن حوزه از اشیاءی یا مفاهیم همه ی مجموعه ی

دربردارد را گزاره زمینه ی که را سخن حوزه از چیزهایی مجموعه  و م نامند برداشت مجموعه ی

به م گیرند. نظر در سخن حوزه همان را شناخت مجموعه ی گاه م نامند. شناخت مجموعه ی

اعداد مجموعه برداشت مجموعه و شناخت مجموعه از ۵ ، « است اول عدد ی ۵ » مثال عنوان

خبری جملات در شیئ فلان چیز، آن ، فلان همچون، کلمات نیز محاوره زبان در ریاض است. اول
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منطق١٩ سورهای و نما گزاره .١ . ٣

متغیر را کلمات این م شود تبدیل گزاره ی به مشخص اسم به آن زین جای با که رود م ار ب

م نامیم.

است مرجع مجموعه ی ی از متغیر چند یا ی شامل جبری جمله ی ی نما گزاره .١ . ٣ . ١ تعریف

م آید. بدست گزاره ی متغیرها، جای به مجموعه آن از اعضایی زین جای با که

هستند. نما گزاره زیر جملات .١ . ٣ . ١ مثال

( حیوانات سخن، حوزه ی ) دارد. بال x : الف

( شاعران سخن، حوزه ی ) است. شمس دیوان نویسنده ی x : ب

( انسانها سخن، حوزه ی ) است. y برادر x : ج

( حقیق اعداد سخن، (حوزه ی x٢ + ١ > ٠ : د

مختصات) صفحه ی نقاط مجموعه ی سخن، (حوزه ی ٢x+ ٣y = ۵ : ه

مثلث ها) مجموعه ی سخن، (حوزه ی هستند. متشابه هم با y و x مثلث : و

است. نما گزاره ی خود مرجع مجموعه ی در تابع هر و نامعادله ای هر و معادله ای هر

با yرا و x متغیر دو با و P (x) با معمولا را سخن حوزه ی ی از xمتغیر ی با نما گزاره ی

م دهند. نمایش P (x١, x٢, ..., xn) با را x١, x٢, ..., xn متغیر n با صورت همین به و P (x, y)

به را آن شوند گزاره نما متغیرهای یا و متغیر زین جای اگر که را سخن حوزه ی اعضای از دسته ای

نقیض م نامند. گزاره نما درست مجموعه ی یا جواب مجموعه م کند، تبدیل درست گزاره ی ی

م دهیم. نمایش ∼ P (x) با را P (x) گزاره نمای
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ریاض منطق .١ ٢٠فصل

آن م توان سخن حوزه ی با کلمات یا حروف کردن اضافه با اما نیستند، گزاره گزاره نماها، اگرچه

همه، ،« هر » همچون کلمات بارها ما، از کدام هر روز، شبانه طول در نمود. تبدیل گزاره ی به را

به م کند. بیان را جمله یا گزاره کمیت میزان حروف یا کلمات این ، ی حداقل ، بعض هر، برای

ی سور م شود. گفته سور م دهد، نشان هیچ تا همه از را گزاره بودن جزئ یا کل که کلمات این

تعریف برایش را « گرا چندی » یا « نما چندی » « چندی » « کم » همانند معان که است عربی کلمه

م شود. استفاده است، خوشایندتر و راحتر گفتار به که سور کلمه ی همان از ریاض در که کرده اند،

و نامیده عموم سور را هر ازای به همه، برای هر، برای «هر»، همانند کلمات الف: .١ . ٣ . ٢ تعریف

م نامند. ” جمیع کل ” را آن سوری منطق در (Aوارون). م دهیم نمایش ∀ نماد با

م دهیم نمایش ∃ نماد با و نامیده وجودی سور را ، ی حداقل ، بعض ، برخ همانند کلمات ب:

(Eبرعکس).

انحصاری سور یا تایی ی سور را بفرد منحصر تا، ی ، ی تنها ، ی فقط ، ی همانند کلمات ج:

م دهیم. نمایش ∃! نماد با و نامیده

نمایش ̸ ∃ را آن و نامیده صفر سور را هیچ ازای به هیچ، برای دام، هیچ هیچ، همانند کلمات د:

م دهیم.

تعریف سورهای با آنگاه باشد، X سخن حوزه ی در x متغیر ی با گزاره نما ی P(x) اگر حال

م شود. تبدیل گزاره ی به شده

نوشته زیر صورت به م آیند، بدست سورها وسیله ی به که گزاره هایی ن مم حالات .١ . ٣ . ١ نکته

م شود.
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منطق٢١ سورهای و نما گزاره .١ . ٣

:P (x) x هر ازای به : الف

∀x ∈ X,P (x)

:P (x) ها، x بعض برای : ب

∃x ∈ X,P (x)

م شود. بیان هم این مانند صورتهای یا و «P (x) که دارد xوجود ی حداقل » صورت به البته

P (x) که دارد وجود x ی منحصربفرد) (تنها، فقط ج:

∃!x ∈ X,P (X)

P (x) که ندارد وجود ی x هیچ د:

̸ ∃x ∈ X,P (x)

معمولا است معلوم سخن حوزه که مواردی در م نامند. سوری گزاره های را فوق گزاره های معمولا

م کنند. صرفنظر آن آوردن از

صورت این در باشد. سخن حوزه ی یا مرجع مجموعه ی جواب، مجموعه ی گاه هر .١ . ٣ . ١ تذکر

خواهد نادرست گزاره ی ی صورت این غیر در و است درست گزاره ی ، عموم سور گزاره های

یافت سخن حوزه در x ی حداقل گاه هر است نادرست ،∀xP (x) گزاره ی که معن بدین بود.

گزاره ی آنگاه باشد، غیرته جواب، مجموعه ی گاه هر و باشد. نادرست گزاره ی ی P (x) که شود

خواهد نادرست گزاره ی ی صورت این غیر در و است درست گزاره ی ی وجودی سور گزاره ی

تک مجموعه ی ی جواب مجموعه ی که است درست صورت در تنها تایی ی سور گزاره ی ی بود.
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ریاض منطق .١ ٢٢فصل

صفر سور گزاره ی ی و کند. صدق گزاره در سخن حوزه ی از عضو ی فقط یعن باشد. عضویی

گزاره در سخن حوزه از عضوی هیچ یعن باشد ته جواب مجموعه که است درست صورت در تنها

نکند. صدق P (x) نمای

: عموم سور برای مثال چند .١ . ٣ . ٢ مثال

دارد. بال پرنده ای، هر . ١

هستند. فان انسانها همه .٢

م کشد.) نفس تهران از فردی هر (یعن م کشند. نفس تهران شهر مردم .٣

است. درجه ١٨٠ صفحه در مثلث هر داخل زوایای مجموع .۴

هستند. ر همدی منصف الاضلاع، متوازی اقطار .۵

(x+ ٢(١ = x٢ + ٢x+ ١ ،x مانند حقیق عدد هر ازای به .۶

است. پیوسته مشتق پذیر، تابع هر .٧

وجودی: سور برای مثال چند .١ . ٣ . ٣ مثال

نم کنند. پرواز پرنده ها برخ .١

هستند. ریاض دان انسانها، از بعض .٢

م کنند. زندگ ایران در کردها، از بعض .٣

دارد. وجود فرد اول عدد ی حداقل .۴

.x− ١ ≥ ٠ که حقیق اعداد از xهایی دارد وجود .۵

نیستند. پذیر مشتق که هستند پیوسته توابع .۶
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منطق٢٣ سورهای و نما گزاره .١ . ٣

تایی: سوری برای مثال چند .۴ . ١ . ٣ مثال

دارد. وجود زوج اول عدد ی فقط .١

٢x+ ١ = ۵ که است موجود حقیق عدد ی تنها .٢

م گذرد. ABC مثلث راس های از که است موجود منحصربفرد دایره ی ی .٣

دارد. وجود جهان، آفریننده ی ی .۴

باشد. گرفته فیلدز جایزه ی که هست کرد ریاض دان ی فقط بحال تا .۵

صفر: سور برای مثال چند .۵ . ١ . ٣ مثال

نیست. قلب بدون انسان هیچ .١

نیست. حیله گر کودک هیچ .٢

ندارد. وجود اقلیدس هندسه در درجه ١٨٠ از بزرگتر زاویه ی با مثلث هیچ .٣

درست سوری گزاره ی هر باید که نیست معن بدان این اما هستند، درست فوق مثالهای تمام

است. نادرست سوری گزاره ی ی است فرد اول، عدد هر مثال عنوان به باشد.

بود. خواهد درست سوری گزاره ی ی آن نقیض آنگاه باشد، نادرست سوری گزاره ای اگر حال

عموم سور گزاره ی ی که شد اشاره قبلا هستیم. گزاره ها نقیض تعریف به نیاز منظور این برای

گزاره ی ی صورت، این غیر در و باشد سخن حوزه ی جواب، مجموعه ی که است درست زمان

: یعن نیست. ته گزاره نما، نقیض جواب مجموعه ی پس است. نادرست

∼ (∀x ∈ X, P (x)) ≡ ∃x ∈ X,∼ P (x)

باشد. ته جواب مجموعه ی که است نادرست زمان وجودی سور گزاره ی ی صورت، همین به
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ریاض منطق .١ ٢۴فصل

: یعن گردد. سخن حوزه ی یا مرجع مجموعه ی گزاره نما، نقیض جواب مجموعه ی یعن

∼ (∃x ∈ X, P (x)) ≡ ∀x ∈ X,∼ P (x) ≢ ∃x ∈ X, P (x)

نقیض جواب مجموعه ی یعن است ته جواب مجموعه ی که دانیم م صفر، سور گزاره ی ی برای

: لذا است. سخن حوزه گزاره نما

̸ ∃x ∈ X. P (x) ≡ ∀x ∈ X, ∼ P (x)

داریم: صفر سور گزاره ی ی نقیض برای پس

∼ (̸ ∃, P (x)) ≡∼ (∀x ∈ X, ∼ P (x)) ≡ ∃x ∈ X, P (x)

ی جواب مجموعه ی که آنجا از است. متفاوت کم قضیه تا، ی سور گزاره ی نقض برای اما

دارد. عضو ی از بیش یا ته جواب مجموعه ی که کرد بیان باید لذا است، عضویی تک مجموعه ی

ازای به » جمله ی مثال عنوان به گردد. معلوم و مشخص کاملا سخن حوزه ی باید .١ . ٣ . ٢ تذکر

که زیرا گزاره نما، نه است گزاره نه خبری، جمله ی این یرید. ب نظر در را ، « x٢ + ١ > ٠ x هر

اگر و م آید بدست درست گزاره ی ی باشد، حقیق عدد ی x اگر نیست. معلوم سخن حوزه ی

و i٢ = −١ که زیرا م آید. بدست نادرست گزاره ی ی باشد، x = ٢i مانند مختلط عدد ی x

.x٢ + ١ = −٣

از کدام هر برای سورها ترکیب با آنگاه باشد، متغیر ی از بیش گزاره نما، ی متغیرهای اگر

P (x, y) مانند متغیره دو نمای گزاره ی اگر مثال عنوان به ساخت. جدید گزاره های م توان متغیرها،

باشد، Y مرجع مجموعه ی ،y سخن حوزه ی Xو مرجع مجموعه ی ،x سخن حوزه ی و باشیم داشته

آورد. بدست را زیر حالت ۴ م توان، وجودی و عموم سورهای ترکیب با صورت این در
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منطق٢۵ سورهای و نما گزاره .١ . ٣

١.∀x ∈ X, ∀y ∈ Y P (x, y)

٢.∀x ∈ X, ∃y ∈ Y P (x, y)

٣.∃x ∈ X, ∀y ∈ Y P (x, y)

۴.∃x ∈ X, ∃y ∈ Y P (x, y)

رایی هم و پیوستگ و حد برای و اول حالت از معادله ها بعض و اتحادها برای متوسطه دوران در

کرده اید. استفاده بارها دوم حالت از

ندارد. ایرادی جابجایی هستند نوع ی از سور دو هر که آنجا از چهارم و اول حالت در .١ . ٣ . ٣ تذکر

نباید را وجودی سور و عموم سور جای سوم) حالت مواردی در ) دوم حالت در که کنید دقت اما

∀x ∈ X∃y ∈ Y عبارت بیشتر توضیح برای شد. خواهد عوض کاملا آن معنای که زیرا کرد. عوض

ازای به حال م گیریم. نظر در ثابت را آن و نموده انتخاب را X مجموعه ی  از دلخواه x ی : یعن

y و x آن زین جای با که م کنیم پیدا چنان Y مجموعه ی از y ی حداقل x دلخواه ثابت عدد آن

∃x ∈ X∀y ∈ Y عبارت اما است. وابسته x به y انتخاب باشد، درست گزاره ی ی P (x, y) ،

گزاره ی ی به P (x, y) ،Y از y هر ازای به که دارد وجود چنان X مجموعه ی از x ی : یعن

است. x انتخاب از مستقل y انتخاب م شود، تبدیل درست

ترکیبی: سوری گزاره های از مثالهایی .۶ . ١ . ٣ مثال

١.∀x ∈ R, ∀y ∈ R, (x+ y)٢ = x٢ + ٢xy + y٢

٢.∃x ∈ R, ∃y ∈ R, ۴x٢ + ٩y٢ = ٣۶

٣.∀x ∈ R, ∃y ∈ R, x٢ + y = ١
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۴.∃x ∈ R, ∀y ∈ R, (| x | +y)٢ = y٢ + ٢y + ١

۵.∀x ∈ R>٠, ∃n ∈ N,
١
n
< x

صورت به کنید عوض را وجودی سور و عموم سور جای اگر ٣ مثال در

∃y ∈ R, ∀x ∈ R, x٢ + y = ١

١ − a با است برابر حقیق عدد هر مربع آنگاه ، y = a اگر زیرا است غلط گزاره این و م آید در

خاصیت در سورها جابجایی است. معروف ارشمیدس خاصیت به ۵ مثال است. غلط کاملا این و

م دهد. نتیجه نادرست گزاره ای وضوح به نیز ارشمیدس

گزاره نمای باشند. سخن حوزه ی یا مرجع مجموعه ی دو Y و X کنید فرض (تابع) .١ . ٣ . ٣ تعریف

گاه هر م شود نامیده تابع ی P (x, y) ضابطه ی P (x, y)

∀x ∈ X ∃!y ∈ Y s.t. P (x, y)

تابع دامنه ی Xرا م دهند. نمایش y = f(x) نماد با را تابع ی برای P (x, y) نمای گزاره معمولا

((به یا طوری که)) ((به معنای به such that کلمه مخفف s.t. م نامیم. تابع هم دامنه ی را Y و

است. قسم که))

این در باشند. ثابت عدد سه a, b, c ∈ R و حقیق اعداد مجوعه R کنید فرض .١ . ٣ . ٧ مثال

هستند. تابع زیر سوری گزاره های صورت

١.∀x ∈ R, ∃!y ∈ R s.t. y = ax+ b

٢.∀x ∈ R, ∃!y ∈ R s.t. y = ax٢ + bx+ c
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منطق٢٧ سورهای و نما گزاره .١ . ٣

٣.∀x ∈ R, ∃!y ∈ R s.t. y = [x]

۴.∀x ∈ R, ∃!y ∈ R s.t. y =| x |

م نامند. قدرمطلق تابع و صحیح جزء تابع ، سهم تابع ، خط تابع ترتیب به را فوق توابع

صورت به P (x, y) گزاره نمای در سورعموم و تایی سوری ترکیب در

∃!x ∈ X∀y ∈ Y P (x, y)

م شود. نامیده P (x, y) در موجود عمل خنثای عضو x معمولا

: حقیق اعداد ضرب و جمع عمل خنثای عضو .١ . ٣ . ٨ مثال

∃!x ∈ R, ∀y ∈ R, x+ y = y

∃!x ∈ R, ∀y ∈ R, x× y = y

عنوان به کرد. یادآوری نیز بیشتری مفاهیم م توان سور دو از بیش به سورها، بیشتر ترکیب با

هرگاه: است پیوسته x٠ ∈ R نقطه ی در y = f(x) ضابطه ی با f تابع مثال

∀ϵ > ٠,∃δ > ٠, s.t. ∀x ∈ Df , | x− x٠ |< δ =⇒| f(x)− f(x٠) |< ϵ

مرکب: سوری گزاره های نقیض

ی عنوان به را سور هر از بعد جملات بقیه ی بیشتر، یا سور دو ترکیب با گزاره های نقیض برای

م کنیم. نقض را آنها و م گیریم نظر در گزاره نما

: مثال عنوان به
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∼ (∀x ∈ X, ∀y ∈ Y, P (x, y))

≡ ∃x ∈ X ∼ (∀y ∈ Y, P (x, y))

≡ ∃x ∈ X ∃y ∈ Y ∼ P (x, y)

یا و

∼ (∀x ∈ X ∃y ∈ Y, P (x, y))

≡ x ∈ X,∼ (∃y ∈ Y P (x, y))

∃x ∈ X, ∀y ∈ Y ∼ P (x, y)

نیست. پیوسته x٠ در y = f(x) تابع که کنید بیان سورها، با .١ . ٣ . ٩ مثال

∼ (∀ϵ > ٠, ∃δ > ٠, ∀x ∈ X, | x− x٠ |< δ =⇒| f(x)− f(x٠) |< ϵ)

≡ ∃ϵ > ٠,∼ (∃δ > ٠, ∀x ∈ X, | x− x٠ |< δ =⇒| f(x)− f(x٠) |< ϵ)

≡ ∃ϵ > ٠, ∀δ > ٠,∼ (∀x ∈ X, | x− x٠ |< δ =⇒| f(x)− f(x٠) |< ϵ)

≡ ∃ϵ > ٠, ∀δ > ٠, ∃x ∈ X,∼ (| x− x٠ |< δ =⇒| f(x)− f(x٠) |< ϵ)

≡ ∃ϵ > ٠, ∀δ > ٠, ∃x ∈ X, | x− x٠ |< δ ∧ | f(x)− f(x٠) |≮ ϵ

≡ ∃ϵ > ٠, ∀δ > ٠, ∃x ∈ X, | x− x٠ |< δ ∧ | f(x)− f(x٠) |⩾ ϵ

هر ازای به که زیرا نیست. پیوسته صحیح اعداد نقاط در y = [x] صحیح جزء تابع .١ . ٣ . ١٠ مثال

،x < k و ϵ = ١
٢

اگر لذا .[x] = k − ١ ،k − ١ ⩽ x < k حقیق عدد هر و ،k صحیح عدد

.|[x]− [k]| = ١ >
١
٢

آنگاه شود، گرفته درنظر
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منطق٢٩ سورهای و نما گزاره .١ . ٣

مطالعه برای

اما است وجودی سور ی نوع به ، عموم سور هر که م شوید متوجه وجودی سور مباحث در

وجودی سور گزاره های از نمونه هایی عضو، ی از بیش سخن حوزه ی با نیست. صادق آن عکس

این برای را ∃| نماد است. نادرست بعض برای و درست گزاره اعضا، بعض برای که یافت م توان

: حالت چنین برای لذا م نامیم. محض وجودی سور گزاره ی ی را مربوطه گزاره ی و برده ار ب سور

∃|x P (x) ≡ ∃x P (x) ∧ ∃x ∼ P (x)

ناگوار باشد شر چه هر و گواراست باشد، خیر چه هر که م اندیشند چنان مردم بعض مثال، عنوان به

عرض و طول در اما است. شر باشد ناگوار چه هر و است خیر باشد گوارا چه هر آن برابر در و است.

موضوع این شریعتها در دین مفاهیم در است. شده رد موضوع این انسان ها، زیاد تجربه های با تاریخ

و شیئا تحبوا ان عس و م ل خیر هو و شیئا تکرهوا ان عس » که است شده بیان مختلف عناوین به

که برم خوریم جمله ای چنین به کنیم بیان سوری منطق با را دین اصل این اگر حال « م ل شر هو

« مطلق خصوص و عموم نه هستند من وجه خصوص و عموم شر و خیر با ناگوارایی و گوارایی »

هر در سخن حوزه راست م نامند. من وجه خصوص و عموم را محض وجودی سور دو ترکیب .

عموم رابطه ی آسیایی ها، با ایرانیان رابطه ی کدامند؟ برداشت مجموعه ی و شناخت مجموعه ی جمله،

فشردگ و فشردگ رابطه ی است. آسیایی ، ایران هر که صورت بدین است. مطلق خصوص و

است. من وجه و مطلق خصوص و عموم ترتیب به موضع همبندی و همبندی رابطه ی و موضع

مجموعه وجودی سور در که است محض وجودی سور با عموم سور ی ترکیب ریاض منطق در

سور دو ترکیب است. چنین نیز عموم سور و وجودی سور رابطه ی نیست. سخن حوزه ی جواب،

. کنید توجه نیست» انسان اسبی هیچ و نیست اسب انسان «هیچ مثال به م نامند. تباین را صفر
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̸ ∃x ∈ X ̸ ∃y ∈ Y, P (x, y)

منطق استنتاج و قیاس استدلال ۴ . ١

بیان برای ، سخنران و مجالس در و محاوره زبان در حت و انسان علوم و فن و پایه علوم تمام در

در و م کند استدلال قول به و م آورد دلیل فرد، موردنظر، مطلب ی درست اثبات و موضوع ی

فرد یعن بود، منطق ، فلان سخنان که شنیده ایم و گفته ایم بارها م کند. نتیجه گیری ی آن از نهایت

محرز همه نظر در آنها درست که منطق استنتاج ی درست، منطق گزاره های سری ی برپایه ی

است. کرده صحبت است،

پایه ی بر که دارد وجود ام اح و قضایا از دنیایی ریاضیات، از شاخه هر در م دانید همچنانکه

مفاهیم چقدر ریاض در رسیده اند. ارزشمند نتایج به آن از و ثابت، را آنها درست اثبات، روش های

است. اساس و مهم اندازه همان به نیز آنها اثبات روش آفرینش و ارائه ارزشمندند، و مهم قضایا و

فرض درست را آنها که گزاره چند یا ی از : یعن م نامند، نیز قیاس را آن که ، منطق استنتاج

کننده قانع استدلالهای ارائه ی قضیه ی یا م، ح ی اثبات برسیم. درست نتیجه ی ی به م کنیم،

است. گزاره ها جبر در شده ثابت استلزام های و هم ارز قوانین از استفاده با استاندارد روش های به

برسد، نتیجه ای چه به م خواهد و دارد فرضهایی چه و است کدام قضیه یا م ح اینکه تناسب به

یا م ح را q و فرض را p ، p =⇒ q صورت به استلزام یا قضیه ی در است. متفاوت اثبات روش

عطف ترکیب pاست ن مم م نامند. قیاس استدلال یا قیاس روش را اثبات و برهان روش و نتیجه

صورت به شرط دو قضیه ی ی در اما باشد. مرکب گزاره ی ی نیز q و باشد مرکب گزاره های از

م ح ری دی شود گرفته نظر در فرض کدام هر است. اثبات مبنای گزاره دو بودن معادل p ⇐⇒ q

م شود. استفاده شده ثابت قوانین از مواردی چنین در است.
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منطق٣١ استنتاج و قیاس استدلال .۴ . ١

کنید. ثابت قیاس استدلال روش با .١ . ۴ . ١ مثال

(p −→ r) ∧ (q −→ r) ≡ (p ∨ q) −→ r

فصل و شرط رابطه ی بنابه (p −→ r) ∧ (q −→ r) ≡ (r∨ ∼ p) ∧ (r∨ ∼ q)

پذیری توزیع قانون بنابه ≡ r ∨ (∼ p∧ ∼ q)

دمورگان قانون بنابه ≡ r∨ ∼ (p ∨ q)

فصل و شرط رابطه ی بنابه ≡ (p ∨ q) −→ r

م نویسند. زیر صورت های از ی به معمولا را Q م ح و p١, p٢, ..., pn مفروضات با استنتاج

٣.p١&p٢...&pn/ ∴ Q یا و ٢.p١, p٢, ..., pn =⇒ Q یا ١.(p١ ∧ p٢... ∧ pn) =⇒ Q

است. منطق زیر استنتاج که م کنیم ثابت قیاس استدلال با .٢ . ۴ . ١ مثال

.(r)م شود مواجه ست ش با جشن آنگاه ،(q)نیاید جشن مجلس به کس (p)یا باشد باران هوا اگر

است. نبوده باران هوا پس نشد. مواجه ست ش با جشن

درم آید. زیر صورت به بنویسیم ریاض نماد با را گزاره ها اگر

((p ∨ q) −→ r) صورت به یا و ((p ∨ q) −→ r)∧ ∼ r =⇒∼ p

∧ ∼ r

−−−−−

∴∼ p

((p ∨ q) −→ r)∧ ∼ r/ ∴∼ (p ∨ q) م گیریم؛ نتیجه دفع قیاس قانون به بنا

(∼p ∧ ∼q =⇒ ∼p) عاطف حذف قانون و (∼ (p ∨ q) ≡∼ p∧ ∼ q) دمورگان قانون بنابه

است. نبوده باران هوا یعن است، منطق استنتاج
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اثبات: روشهای

با و p بودن درست فرض با ، p −→ q شرط گزاره ی اثبات برای : مستقیم اثبات روش .١

است بدیه م گیریم. نتیجه را q درست قبل شده ی ثابت قضایای و تعاریف از مستقیم استفاده ی

حالت تنها لذا است. درست p −→ q شرط گزاره ی صورت هر در آنگاه باشد، نادرست p اگر که

است. p درست فرض همان بحث مورد

است. زوج صحیح، عدد ی در زوج صحیح عدد هر حاصل ضرب .٣ . ۴ . ١ مثال

عدد ی y و زوج x اگر که است صورت بدین شرط گزاره ی ی صورت به قضیه بیان برهان.

است. زوج xy آنگاه باشد، دلخواه صحیح

xy = ٢k × y = ٢ky صورت این در باشد. دلخواه صحیح عدد ی y و x = ٢k م کنیم فرض

است. زوج یعن و است ٢ عدد از ضریبی xy پس

باشد. زوج صحیح عدد ی x٢ اگر تنها و اگر است زوج x صحیح عدد .۴ . ۴ . ١ مثال

م کنیم. استفاده زیر هم ارزی از شرط دو قضیه ی این اثبات برای برهان.

p←→ q ≡ (p −→ q)∧(∼ p −→∼ q) آن معادل و p←→ q ≡ (p −→ q)∧(q −→ p)

که است موجود چنان k ∈ Z صورت این در باشد. زوج عدد ی x م کنیم فرض ابتدا پس

باشد. فرد x م کنیم فرض حال است. زوج x٢ و x٢ = x.x = ٢k× ٢k = ۴k٢ = ٢× (٢k٢)

بنابراین .x = ٢k + ١ که است موجود چنان k ∈ Z پس

است. فرد x٢ لذا .x٢ = x.x = ۴k٢ + ۴k + ١ = ٢)٢k٢ + ٢k) + ١
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که دیدیم شرط گزاره های هم ارز قوانین در : نقیض عکس اثیات روش .٢

p −→ q ≡∼ q −→∼ p

هم ارز از p =⇒ q اثبات برای لذا م نامیم. p −→ q نقیض عکس را ∼ q −→∼ p گزاره ی

نتیجه و باشد غلط م ح که م کنیم فرض روش، این در م کنیم. استفاده آن نقیض عکس یعن آن

. است نادرست فرض که م گیریم

فرد x آنگاه باشد، فرد x٢ اگر صورت این در باشد. صحیح عدد ی x کنید فرض .۵ . ۴ . ١ مثال

است.

زوج نیز x٢ کنیم ثابت باشد، زوج x م کنیم فرض م کنیم. استفاده نقیض عکس روش از برهان.

است.

که دیدیم شرط گزاره های هم ارز قوانین در : خلف برهان روش .٣

p −→ q ≡ q∨ ∼ p ≡∼ (p∧ ∼ q)

است. زیر صورت به نیز خلف برهان قانون ∼ (p −→ q) ≡ p∧ ∼ q لذا

p −→ q ≡ (p∧ ∼ q) −→ (q∧ ∼ p)

نوشت. م توان نیز زیر صورت به را خلف برهان فوق هم ارزی ذاری جای با

p −→ q ≡∼ (p −→ q) −→∼ (q −→ p)

گزاره آن که م کنیم فرض شرط گزاره ی ی درست اثبات برای خلف برهان روش در بنابراین

p نادرست به خلاصه طور به و است نادرست نیز q −→ p که م دهیم نشان و باشد نادرست

م کنیم. نقض را درست همیشه گزاره ی ی یا و م رسیم
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تنها شرط گزاره ی ی که م دانید م نامیم. خلف فرض را p −→ q گزاره ی نادرست فرض

باشد. نادرست تال و درست مقدم که است نادرست صورت در

است. گنگ ،
√
٢ که کنید ثابت .۶ . ۴ . ١ مثال

m که
√
٢ = m/n یعن گویاست. عدد ی

√
٢ که م کنیم فرض که است خلف فرض برهان.

٢ = m٢/n٢ آوریم بدست را طرفین مربع اگر حال اولند. هم به نسبت و هستند طبیع عدد دو n و

است موجود چنان طبیع ی k ی پس است زوج m لذا است، زوج m٢ پس m٢ = ٢n٢ یعن

معن بدین این و است زوج نیز n یعن n٢ = ٢k٢ بنابراین . m٢ = ۴k٢ = ٢n٢ و m = ٢k که

است. تناقض ی این و نیستند اول هم به نسبت n و m که است

است. صفر غیر نیز ١/x آنگاه باشد، غیرصفر حقیق عدد ی x اگر که کنید ثابت .٧ . ۴ . ١ مثال

x.١/x = ٠ لذا ١/x = ٠ و x ̸= ٠ یعن باشد، نادرست شرط گزاره ی که م کنیم فرض برهان.

است. تناقض ی این و م آید بدست ٠ = ١ پس x.١/x = ١ طرف از

م آید. بدست زیر هم ارزی (*) مثال در موجود تعمیم هم ارزی با : حالات روش به اثبات .۴

: صورت این در باشند گزاره Q و p١, p٢, ..., pn کنیم فرض

یعن (p١ −→ Q) ∧ (p٢ −→ Q) ∧ ... ∧ (pn −→ Q) ≡ (p١ ∨ p٢ ∨ ... ∨ pn) −→ Q

است لازم Q گزاره ی آنگاه باشد، درست p١, p٢, ..., pn گزاره های از کدام هر اگر شرط گزاره ی

به اثبات به اثبات روش نوع این باشند. درست pn −→ Q ،... ، p١ −→ Q ن مم حالات تمام

است. متناه حالات، تعداد روش این در که است ذکر به لازم است. معروف حالت ها روش

است. زوج x٢ + x آنگاه باشد، صحیح عدد ی x اگر .٨ . ۴ . ١ مثال
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: است ن مم حالت دو x برای برهان.

پس است زوج عدد ی فرد عدد دو مجموع و است فرد نیز x٢ اینصورت در باشد. فرد x : الف

آنگاه ، x = ٢k + ١ اگر است. زوج x٢ + x

x٢ + x = (٢k + ٢(١ + (٢k + ١) = ۴k٢ + ۴k + ١+ ٢k + ١ = ٢)٢k٢ + ٣k + ١)

است. زوج زوج، عدد دو مجموع و است زوج نیز x٢ صورت این در باشد. زوج x ب:

x = ٢k =⇒ x٢ + x = ۴k٢ + ٢k = ٢)٢k٢ + k)

است. نامتناه اول، اعداد تعداد .٩ . ۴ . ١ مثال

p١, p٢, ..., pn اول، اعداد تمام فرض کنید باشند. متناه اول اعداد تعداد که م کنیم فرض برهان.

ی بر آنگاه نباشد، اول اگر است. اول عدد ی p١× p٢× ...× pn+ ١ عدد م کنیم ثابت باشد.

و p١ × p٢ × ...× pn + ١ تفاضل لذا است. پذیر بخش pk مانند ،p١, p٢, ..., pn اول اعداد از

است. نادرست گزاره ی ی این و است پذیر بخش pk بر نیز ١ یعن p١ × p٢ × ...× pn

سوری: گزاره های اثبات روش .۵

∀x ∈ X,P (x) : عموم سور گزاره های اثبات الف.روش

سخن حوزه ی از دلخواه عضو ی x کنید فرض باید عموم سور با گزاره های اثبات روش در

x که آنجا از است. درست ،P (x) گزاره ی که م دهیم نشان و م گیریم نظر در ثابت را آن و است

پس است درست سخن حوزه ی از عضو هر برای P (x) نمای گزاره پس کرده ایم انتخاب دلخواه را

است. درست ∀x ∈ X,P (x) گزاره ی

م کنند. نصف را ر همدی الاضلاع، متوازی هر اقطار کنید ثابت .١٠ . ۴ . ١ مثال
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BD ACو قطر دو باشد. دلخواه الاضلاع متوازی ABCDی چهارضلع م کنیم فرض برهان.

با بین ضلع و زاویه دو حالت به BMC و AMD مثلث دو م کنند. قطع M نقطه ی در را ر همدی

.BM =MD و AM =MC لذا هستند. همنهشت هم

∃x ∈ X,P (x) وجودی: سور گزاره های اثبات ب.روش

در P (x) گزاره ی که دارد وجود سخن حوزه ی از عضو ی حداقل که م کنیم ثابت روش، این در

عین و واقع مثال ی ارائه و ساده حالت بعض در عضو ی وجود اثبات . است درست آن مورد

است.

دارد. وجود زوج اول عدد ی حداقل .١١ . ۴ . ١ مثال

دارد. جواب x٢ − ۵x+ ۶ = ٠ معادله ی .١٢ . ۴ . ١ مثال

گرفته اند. فیلدز جایزه ی ، ایران ریاض دانان بعض .١٣ . ۴ . ١ مثال

ی حداقل وجود اثبات برای روش م توان اما ندارد، وجود عین مثال ان ام حالات بعض در

داد. ارائه باشد، صادق آن مورد در P (x) گزاره ی که عضو

که دارید یاد به

∼ (∀x ∈ X,P (x)) ≡ ∃x ∈ X,∼ P (x)

X سخن حوزه ی در P (x) نمای گزاره ی برای عموم سور ی که کنیم ثابت بخواهیم اگر یعن

که م شود یافت چنان X مرجع مجموعه ی از x عضو ی که کنیم ثابت است کاف نیست، درست

است. نادرست آن مورد در P (x)
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گزاره ی ی یعن نیست. صادق آن عکس ول است پیوسته پذیر، مشتق تابع هر .١۴ . ۴ . ١ مثال

که هست وجودی سور گزاره ی ی و است پیوسته پذیر مشتق تابع هر که دارد وجود سورعموم

نیستند. پذیر مشتق پیوسته، توابع بعض

در باشد، پذیر مشتق دلخواه تابع ی y = f(x) که م کنیم فرض اول قسمت اثبات برای برهان.

صورت این

f p(x٠) = limx−→x٠

f(x)− f(x٠)
x− x٠

پس

limx−→x٠f(x) = f(x٠)

است. پیوسته x٠ در f پس

در حداقل اما هستند پیوسته که زد م توان y =| x | همچون زیادی خیل مثال های دوم قسمت برای

نیستند. پذیر مشتق نقطه ی

∀x ∈ X ∃y ∈ X, P (x, y) همچون وجودی و عموم سور دو از ترکیبی حالت برای

P (x, y) که بیابیم چنان y ی حداقل x آن ازای به سپس کنیم. انتخاب ثابت و دلخواه x ی باید

باشد. درست

است. پیوسته x = ١ در f(x) = ٢x+ ٣ تابع که کنید ثابت .١۵ . ۴ . ١ مثال

باید f تابع پیوستگ اثبات برای برهان.

∀ϵ > ٠ ∃δ > ٠ s.t. ∀x ∈ R | x− ١ |< δ =⇒| f(x)− f(١) |< ϵ
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که کنیم پیدا چنان δ > ٠ ی ϵ این ازای به باید م گیریم. نظر در ثابت و دلخواه را ϵ > ٠ حال

f(١) = ۵ باید حال باشد. درست گزاره ی ی فوق، گزاره ی

| f(x)− f(١) |=| ٢x+ ٣− ۵ |=| ٢x− ٢ |= ٢ | x− ١ |< ϵ

نامساوی در که x ازای به آنگاه شود، انتخاب δ ⩽ ϵ/٢ اگر بنابراین .| x − ١ |< ϵ/٢ لذا

کند، صدق | x− ١ |< δ

| x− ١ |< ϵ/٢ =⇒| f(x)− f(١) |= ٢ | x− ١ |< ϵ

ی به شرط گزاره ی در آنها ذاری جای با که م شود یافت δ > ٠ ی حداقل ϵ > ٠ هر برای پس

البته است. پیوسته x = ١ نقطه در f(x) = ٢x+ ٣ تابع نتیجه در م یابیم. دست درست گزاره ی

کرد. ثابت و بررس را پیوستگ منوال همین به x = x٠ دلخواه نقطه ی هر در م توان

∃!x ∈ X,P (x) تایی: ی سور گزاره هایی اثبات ج.

P (x) که کنیم پیدا Xرا سخن حوزه ی از x عضو ابتدا باید که است واضح « تا ی وجود » کلمات از

ثابت آنگاه باشد، درست P (y) که باشد موجود چنان y ∈ X اگر ر دی طریق به یا و باشد درست

x = y م کنیم

دارد. وجود زوج اول عدد ی تنها .١۶ . ۴ . ١ مثال

پذیر بخش ٢ بر p آنگاه باشد، ر دی زوج اول عدد ی p اگر حال است. زوج اول عدد ی ٢

.p = ٢ یا نیست اول p لذا است

دارد. منحصربفرد جواب ی ٢x+ ١ = ۵ معادله ی .١٧ . ۴ . ١ مثال
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٢x+ ١ = ۵⇐⇒ ٢x = ۵− ١ = ۴⇐⇒ x = ۴/٢ = ٢

̸ ∃x ∈ X,P (x) صفر: سور گزاره ی اثبات د.روش

م دانیم آن، معادل گزاره های و سوری گزاره های نقیض مبحث در

̸ ∃x ∈ X,P (x) ≡ ∀x ∈ X ∼ P (x)

نیست. بیشتر بحث به نیاز ر دی که است عموم سور گزاره های از صورت صفر، سور پس

ریاض استقرای ۵ . ١

کاربرد دلیل به اما است، سورعموم با گزاره های اثبات از خاص حالت ، ریاض استقرای اگرچه،

م کنیم. بیان مستقل مطلبی عنوان به را موضوع این همیشه ، ریاض شاخه های تمام در آن زیاد

حوزه ی با گزاره نما ی P (n) و باشد. ، N ، طبیع اعداد مجموعه ی سخن حوزه  که کنید فرض

عدد برای یعن «∀n ∈ N P (n) » کنیم ثابت م خواهیم ریاض استقرای در باشد. N سخن

: دهیم انجام کار دو باید سورعموم گزاره ی این اثبات برای است. درست P (n) ، n طبیع

است. درست کار شروع و اول قدم یعن است. درست P (١) که م کنیم ثابت ابتدا : ١

است. درست نیز P (k + ١) آنگاه باشد، درست P (k) اگر م کنیم ثابت ، k ∈ N هر ازای به : ٢

است. درست نیز بعدی قدم آنگاه باشد، درست قدم هر کنیم فرض اگر که معن بدین

درست نیز بعدی قدم که کرده ایم ثابت و نهاده ایم درست را اول قدم ابتدا از چونکه کار این با حال

جمله ی را P (k) و اول جمله ی را P (١) معمولا است. درست مرحله هر و قدم هر پس م شود، نهاده

م نامیم. ‐م k
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n ∈ N هر ازای به استقرا بنابر که م شود گفته و م نامند استقراء روض به اثبات را اثبات روش این

: داریم قیاس استدلال روش در است. درست P (n) ،

(P (١)
∧
∀k ∈ N P (k)⇒ P (k + ١)) =⇒ ∀n ∈ N P (n)

، n طبیع عدد هر برای که کنید ثابت استقرا روش به .١ . ۵ . ١ مثال

١+ ٢+ ٣+ ...+ n =
n× (n+ ١)

٢

. است درست اول جمله ای که م کنیم ثابت ابتدا برهان.

p(١) : ١ =
١× (١+ ١)

٢
=

١× ٢
٢

= ١

یعن است درست n = k ازای به P (n) م کنیم فرض : استقراء فرض

١+ ٢+ ٣+ ...+ k =
k × (k + ١)

٢

یعن است درست n = k + ١ ازای به P (n) م کنیم ثابت : استقرا م ح

١+ ٢+ ٣+ ...+ k + (k + ١) =
(k + ١)(k + ١+ ١)

٢

: داریم پس م کنیم اضافه k + ١ عدد استقرا طرفین به و م کنیم استفاده استقرا فرض از

١+ ٢+ ٣+ ...+ k + (k + ١) =
k × (k + ١)

٢
+ k + ١

م آوریم بدست و گرفته مشترک مخرج

١+ ٢+ ٣+ ...+ k + (k + ١) =
k × (k + ١) + ٢× (k + ١)

٢
=

(k + ١)(k + ٢)
٢

م شود. ثابت م ح و
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: n طبیع عدد هر ازای به که کنید ثابت استقرا با .٢ . ۵ . ١ مثال

١٢ + ٢٢ + ...+ n٢ =
n(n+ ٢)(١n+ ١)

۶

است. درست اول جمله ای م  کنیم ثابت ابتدا برهان.

P (١) : ١٢ =
١)١+ ٢)(١× ١+ ١)

۶
=

١× ٢× ٣
۶

= ۶/۶ = ١

یعن است. درست n = k ازای به P (n) م کنیم فرض : استقرا فرض

١٢ + ٢٢ + ...+ k٢ =
k(k + ٢)(١k + ١)

۶

یعن است. درست n = k + ١ ازای به p(n) م کنیم ثابت : استقرا م ح

١٢ + ٢٢ + ...+ (k + ٢(١ =
(k + ١)(k + ١+ ٢)(١(k + ١) + ١)

۶
=

(k + ١)(k + ٢)(٢k + ٣)
۶

داریم: م کنیم اضافه (k + ٢(١ فرض طرفین به م، ح اثبات برای

١٢ + ٢٢ + ...+ k٢ + (k + ٢(١ =
k(k + ٢)(١k + ١)

۶
+ (k + ٢(١ =

k(k + ٢)(١k + ٢)(١k + ١)۶(k + ٢(١

۶
= ... =

(k + ١)(k + ١+ ٢)(١× (k + ١) + ١)
۶

=
(k + ١)(k + ٢)(٢k + ٣)

۶

حسابی اعداد مجموعه ی از ، N طبیع اعداد مجموعه سخن جای حوزه ی به حالات بعض در

صحیح اعداد از X = {m,m + ١,m + ٢, ...} زیرمجموعه ی یا و W = {٠, ١, ٢, ٣, ...}

بود. خواهد زیر صورت به ریاض استقرای صورت این در که م شود استفاده

است. درست p(m) م کنیم ثابت .١
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نیز P (k + ١) م کنیم ثابت آنگاه باشد، درست p(k) اگر ، k ⩾ m صحیح عدد هر ازای به .٢

است. درست

درست p(n) ، n ⩾ m صحیح عدد هر ازای به ریاض استقرای بنابه م کنیم: بیان صورت این در

است.

.٣n+ ١ < ٣n ، n ⩾ ٣ طبیع عدد هر ازای به که کنید ثابت ریاض استقرای با .٣ . ۵ . ١ مثال

م شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان.

.n٣ < ٣n ، n ⩾ ۴ هر ازای به که کنید ثابت ریاض استقرای روش به .۴ . ۵ . ١ مثال

۴٣ = ۶۴ < ٨١ = ٣۴ که است بدیه است. n = ۴ ازای به اول جمله ی برهان.

k٣ < ٣k : یعن باشد، درست P (k) ، k > ۴ ازای به م کنیم فرض : استقرا فرض

(k + ٣(١ < ٣k+١ یعن است. درست P (k + ١) کنیم ثابت : استقرا م ح

بنابرین ٣k+ ١ < ٣k فوق مثال بنابه و ٣k٢ < k٣ < ٣k پس k ⩾ ۴ آنجاکه از استقرا فرض بنابه

(k + ٣(١ = k٣ + ٣k٢ + ٣k + ١ < ٣k + ٣k + ٣k = ٣k+١

شرط گزاره ی در که است آن به نیاز ریاض استقرای روش به اثیات در حالات از بعض در

این است. درست P (n) که کنیم ثابت آنگاه باشد، درست P (m) ،m < n هر ازای به کنیم فرض

م نامیم. ریاض قوی استقرای را استقرا نوع

کرد. تبدیل اول اعداد حاصل ضرب به م توان را ی از بزرگتر طبیع عدد هر .۵ . ۵ . ١ مثال
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اول عدد حاصل ضرب پس است اول عدد ی ٢ است. n = ٢ ازای به گزاره اول جمله ی برهان.

است.

طبیع عدد هر یعن باشد. درست گزاره ، m < n هر ازای به که م کنیم فرض : استقراء فرض

شود. تبدیل اول، اعداد حاصل ضرب به n از کمتر

به n که م کنیم ثابت یعن است. درست نیز n ازای به گزاره که م کنیم ثابت : استقرا م ح

م شود. تبدیل اول اعداد حاصل ضرب

: است موجود حالت دو n برای

است. ثابت م ح صورت این در که باشد، اول n .١

که n = a× b لذا دارد را خودش و ی از غیر علیه های مقسوم n صورت این در نباشد. اول n .٢

a = p١×p٢×...×pk مانند اول اعداد ضرب حاصل صورت به b و aفرض بنابه .n > a, b > ١

n = p١ × p٢ × ...× pk × q١ × q٢ × ...× qt بنابراین هستند. b = q١ × q٢ × ...× qt و

شد. ثابت م ح و است اول اعداد از ضربی حاصل نیز n یعن
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مطالعه: برای

مغالطه، همچون کلمات از منتقد که شنیده اید نوشته، ی یا سخنران ی بررس و نقد هنگام

دارند. معن نیز ریاض منطق در کلمات این است. کرده استفاده تعارض و دوپهلو سفسطه،

اگر مثال عنوان به م شود. اشتباه درست استنتاج ی با که است نادرست استنتاج ی مغالطه

آمد. خواهد بدست مغالطه نوع دهیم، تغییر زیر صورت به را قیاس قوانین

١.(p −→ q)
∧
q −→ p

٢.(p −→ q)
∧

∼ p −→∼ q.

مشتقپذیر یا و است پیوسته f تابع با را است پیوسته آنگاه باشد، مشتقپذیر f تابع اگر شرط گزاره

است. زیر صورت به مغالطه از ر دی نمونه ای کنید. عطف ترکیب نیست

استنتاج ی شود تبدیل بلاعطف فصل ترکیب به فصل ترکیب اگر البته (p ∨ q)
∧
p −→∼ q

م آید. بدست منطق

به منطق قانون ی سفسطه در هستند. مغالطه نوع چند تعارض و پهلو دو عبارت سفسطه،

یا و متفاوت معان آن در که خبری جملات معمولا سفسطه در نم شود. بیان کامل یا درست

گوش هم موش دارد، موش دیوار )) مشهور عبارت م شوند. استفاده گزاره عنوان به دارند سلیقه ای

آنگاه باشد، اخلاق با احمد اگر )) مانند جملات است. سفسطه نوع دارد.)) گوش دیوار پس دارد.

کلمات و عصبانیت با حاکمان با احمد چونکه نم کند. صحبت رکی و تند کلمات و عصبانیت با

مغالطه نوع پهلو دو عبارت است. سفسطه نوع نیست.)) اخلاق با پس کرد صحبت رکی و تند

در است. نادرست نه و درست نه کل حالت در و دارد بستگ گزاره ها شرایط به آن نتیجه ی که است

تعارضها، از بعض در ناسازگارند. هم به نسبت که م شود استفاده مفروضات از معمولا تعارض،
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ی باشد.)) راست هم دروغت این امیدوارم )) عبارت م کند. نف را خود محتوای فرضها از ی

شود، گرفته درنظر ‐ اعضا تک تک نه ‐ سخن حوزه اعضای همه مجموع که موقع است. تعارض

نامتناه سری های و مجموع ها تمام دهیم. م نمایش
∑

نماد با را آن و شده استفاده مجموع سور از

.١ مثال: م نامند. ” مجموع ”کل را آن سوری منطق در هستند. مجموع سور نوع از ریاض در

مغالطه ها از ر دی ی است. متغیر عالم .٢ م نوشند. آب لیتر میلیون نیم روزانه سنندج شهر مردم

شود، معن عموم سور به مجموع سور اگر اول مثال در است. عموم سور به مجموع سور تغییر

شهر مردم مثال با را مثال این م نوشد. آب لیتر میلیون نیم فردی هر یعن شد، خواهد خنده دار خیل

عالم ” مثال در کنید. درک بهتر را سور دو این ماهیت اختلاف تا کنید مقایسه م کشند، نفس تهران

تغییر ”هرچیزی که شد خواهد معن بدین کنیم، معن عموم سور به را مجموع سور اگر است” متغیر

خود که زیرا م کند. نقض را خودش جمله محتوای وضوح به که نیست” ثابت چیزی هیچ و م کند

اسلام تی دیال اصول از ی تغییر” ”اصل ثابتند. چیزها بعض یعن کند، تغییر باید نیز جمله

هستند. ثابت ریاض قوانین تمام وضوح به م شود. برده ار ب مجموع سور مفهوم در که است

مغالطه و بازشناسیم هم از را مغالطه و منطق استنتاج که برسیم بینش و فهم چنان به امیدوارم

نشویم. خداناپرست دنیاپرستان و مزوران دست ابزار و نخوریم فریب تا نکنیم، قبول کس هیچ از را
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تمرین

کنید. ثابت درست ارزش جدول از استفاده با را ١ . ٢ . ١ قضیه .١

کنید.) ثابت درست ارزش جدول از استفاده با را شرکت پذیری و جابجایی ، خودتوان (قوانین

بنویسید. را زیر شرط گزاره های نقیض عکس .٢

م شوم. ٢٠ ریاض مبان درس در آنگاه ،x٢ = −١ که باشد داشته وجود x صحیح عدد اگر الف:

کنند. م قطع را ر همدی آنگاه نباشند، موازی اقلیدس صفحه در خط دو اگر ب:

است. پیوسته f آنگاه باشد، مشتق پذیر f تابع اگر

کنید. ثابت را دمورگان قانون (ب) قسمت .٣

ترکیب های از متصل نف و متضاد ترکیب که کنید ثابت عبارت به کنید. ثابت را ١ . ٢ . ١ نتیجه .۴

م آیند. بدست اصل

کنید. ثابت گزاره ها درست ارزش جدول از استفاده با .۵

p −→ q ≡∼ q −→∼ p ≡ q∨ ∼ p

کنید. ثابت را زیر توزیع پذیری قوانین قبل، شده ی ثابت قوانین از استفاده با .۶

شود. آورده ١ . ٢ . ٣ قضیه ی (پ) قسمت

کنید. ثابت را خلف برهان قانون .٧

بیاورید. مثال دو مقدم،  دو تفکی قانون برای .٨

کنید. ثابت گزاره ها، درست ارزش جدول از استفاده با .٩

p←→ q ≡ (p −→ q) ∧ (q −→ p)
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که کنید ثابت گزاره ها، درست ارزش جدول از استفاده با .١٠

است.“ بلاعطف فصل ترکیب همان ، شرط دو ترکیب ”نقیض

کنید. ثابت را زیر قوانین گزاره ها، درست ارزش جدول از استفاده با .١١

اختصار قانون ب: جمع قانون الف:

قیاس قانون د: مؤلفه رفع قانون ج:

شرط گزاره های ترکیب در تعدی قانون ه:

کنید. ثابت گزاره ها درست ارزش جدول از استفاده با را هیلبرت قوانین .١٢

کنید. ثابت گزاره ها درست ارزش جدول از استفاده با را راسل قوانین .١٣

است: زیر گزاره های برای شرط ونه چ p ∨ q گزاره ی .١۴

∼ p −→ q ب: p الف:

است. تابع ی y = x٣ معادله ی که کنید بیان سوری، گزاره های ترکیب از استفاده با .١۵

x٢ + صورت به دایره ی معادله ی که کنید بیان سوری، گزاره های ترکیب نقیض از استفاده با .١۶

نیست. تابع ی y٢ = ١

راست. هم صفر به an =
١
n

دنباله ی که کنید بیان سوری گزاره های ترکیب از استفاده با .١٧

را هم صفر به an =
n− ١
n+ ١

دنباله ی که کنید بیان سوری گزاره های ترکیب نقیض از استفاده با .١٨

نیست.

سورهایی گزاره نما، هر برای و یرید ب نظر در حقیق اعداد را سخن حوزه زیر گزاره نماهای در .١٩

کند. تبدیل درست گزاره ی به را گزاره نما آن که ببرید ار ب
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:الف ١+ tan٢ x = sec٢ x

:ب x٢ − y٢ = (x− y)(x+ y)

:ج x٢ + ۵x+ ۶ = ٠

:د |x− y| ⩽ |x| − |y|

:ه x+ y = ٠

کنید. بررس را آن درست و نوشته ریاض نمادهای با را زیر استنتاج و بحث .٢٠

خوب اندیشه های از شوند، بی رحم مردم اگر م شوند. بی رحم مردم باشند، خشن و سخت قوانین اگر

م دهند. دست از را خود وحدت یا نم شوند محروم خوب اندیشه های از مردم م شوند. محروم

و سخت قوانین اگر نتیجه در نم دهند. دست از را خود وحدت نشوند، کشیده اسارت به مردم اگر

م شوند. کشیده اسارت به مردم باشند، خشن

کنید. ثابت را زیر استنتاج های .٢١

:الف p ∨ (q → r) :ب p ∧ (q ∨ s)

& p→ s & p→ (s→ u)

& ∼ s→ (r → u) & p→ (q → r)

& ∼ s & ∼ r

∴ q → u ∴ u

مثلث هر در که کنید ثابت مستقیم اثبات روش با .٢٢

م کنند. قطع نقطه ی در را ر همدی زوایا نیمسازهای الف:
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کنند. م قطع نقطه ی در را ر همدی اضلاع میانه های ب:

م کنند. قطع نقطه ی در را ر همدی اضلاع عمودمنصف های ج:

آنگاه نباشند، برابر هم با مثلث ی داخل نیمساز دو اگر که کنید ثابت نقیض عکس روش با .٢٣

نیست. متساوی الساقین مثلث

آنگاه باشند، اول هم به نسبت b و a طبیع عدد دو اگر که کنید ثابت خلف برهان روش با .٢۴

اولند. هم به نسبت نیز p = a · b و s = a+ b

به روبرو کمان نصف محاط زاویه ی هر اندازه ی که کنید ثابت حالات روش به اثبات روش با .٢۵

است. آن

گویاست. ab که دارند وجود b و a گنگ عدد دو که کنید ثابت .٢۶

.a+ ١
a
≥ ٢ کنید: ثابت a مثبت حقیق عدد هر ازای به .٢٧

x٢+x+١ = ٠ اما دارد، جواب x٢+x−١ = ٠ معادله ی حقیق اعداد حوزه در کنید ثابت .٢٨

ندارد. جواب

،n طبیع عدد هر ازای به کنید. ثابت ریاض استقرای از استفاده با .٢٩

(١+ ٢+ ٣+ · · ·n)٢ = ١٣ + ٢٣ + · · ·n٣ الف:

١٣ + ٢٣ + · · ·n٣ =
(
n(n+ ١)

٢

)٢
ب:

١
١× ٢

+
١

٢× ٣
+· · ·+ ١

n× (n+ ١)
=

n

n+ ١
ج:

١× ٣× ۵...(٢n− ١) ≤ nn د:

n

۶
+
n٢

٢
+
n٣

٣
∈ N ه:

١+
١
۴
+

١
٩
+ · · ·+ ١

n٢
≤ ٢n− ١

n
و:
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تعریف k ⩽ n طبیع عدد دو هر ازای به و ٠! = ١ و n! = ١× ٢×· · ·×n که کنید فرض .٣٠

کنید:

(
n

k

)
=

n!

k!× (n− k)!

n ∈ N هر ازای به کنید ثابت ریاض استقرای با حال

(
n

k

)
=

(
n− ١
k

)
+

(
n− ١
k − ١

)
.

آنگاه باشد، طبیع عدد ی n و متغیر دو y و x اگر دوجمله ای: بسط قضیه ی .٣١

(x+ y)n =

n∑
k=٠

(
n

k

)
xn−k · yk

کنید. ثابت ریاض استقرای از استفاده با را دوجمله ای بسط قضیه ی

،n ∈ N هر ازای به و a ̸= ١ اگر کنید ثابت ریاض استقرای از استفاده با .٣٢

١+ a+ a٢ + a٣ + · · ·+ an =
١− an+١

١− a

،n ⩾ ٢ هر ازای به کنید، ثابت ریاض استقرای از استفاده با .٣٣

(١+ a)n > ١+ na

،n ⩾ ٣ طبیع عدد هر ازای به کنید، ثابت ریاض استقرای از استفاده با .٣۴

٣n+ ١ < ٣n الف:

n٢ < ٢n ب:

١+
١
٣
+

١
٧
+ · · ·+ ١

٢n − ١
<
n

٢
ج:
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،n ∈ N هر ازای به کنید، ثابت ریاض استقرای از استفاده با باشند. متغیر دو y و x کنید فرض .٣۵

xn − yn = (x− y)(xn−١ + xn−٢ · y + · · ·+ x · yn−٢ + yn−١)

با است برابر y = sinx nام، مرتبه ی مشتق کنید، ثابت ریاض استقرای از استفاده با .٣۶

y(n) = sin(x+
nπ

٢
)

:n ∈ N هر ازای به کنید، ثابت مستقیم و استقرا روش دو با .٣٧

cosα+ cos٣α+ · · ·+ cos(٢n− ١)α =
sin٢nα
٢sinα

است. بخشپذیر ٣ بر ۴n + ۵ عدد ،n ∈ N هر ازای به کنید، ثابت استقرا از استفاده با .٣٨

:n ∈ N هر ازای به کنید ثابت استقرا از استفاده با باشند. نامنف عدد دو y و x کنید، فرض .٣٩

(
x+ y

٢
)n ≤ xn + yn

٢

دهید. تعمیم را دمورگان قوانین استقرا از استفاده با .۴٠

∼ (p١ ∧ p٢ ∧ ... ∧ pn) ≡∼ p١∨ ∼ p٢ ∨ ...∨ ∼ pn الف:

∼ (p١ ∨ p٢ ∨ ... ∨ pn) ≡∼ p١∧ ∼ p٢ ∧ ...∧ ∼ pn ب:

دهید. تعمیم را عطف و فصل ترکیب های توزیعپذیری قوانین استقرا از استفاده با .۴١

q ∨ (p١ ∧ p٢ ∧ ... ∧ pn) ≡ (q ∨ p١) ∧ (q ∨ p٢) ∧ ... ∧ (q ∨ pn) الف:

q ∧ (p١ ∨ p٢ ∨ ... ∨ pn) ≡ (q ∧ p١) ∨ (q ∧ p٢) ∨ ... ∨ (q ∧ pn) ب:

است، |CD| = b آن کوچ قاعده ی و |AB| = a بزرگ قاعده ی که ABCD ذوزنقه ی در .۴٢

است Dنزدی به که تقسیم نقطه ی Mآخرین از و م کنیم تقسیم مساوی قسمت n به ADرا ساق

طول اگر کنید ثابت م کند. Nقطع نقطه  ی در BCرا ساق که م کنیم رسم قاعده دو با موازی خط
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آنگاه دهیم، نمایش ℓn با را MN

ℓn =
a+ (n− ١)b

n
.

A a B

D
b

C

M
ℓn

N

(n− ٢)π منتظم ضلع n هر داخل زوایای که کنید ثابت ریاض قوی استقرای از استفاده با .۴٣

است. رادیان

n ≥ ٣ هر ازای به و a٢ = ٣ و a١ = ١ است. زیر صورت به لوکا به موسوم بازگشت دنباله .۴۴

.an ≤ (
٧
۴
)n n هر ازای به که کنید ثابت ریاض قوی اسقرای با .an = an−١ + an−٢
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مجموعه ها

مقدمه

و مفاهیم و هست به توان م شناس ماهیت و (شناخت) شناس معرفت وجود، دیدگاه سه از

موجودیت به توان م موضوع هر از نشانه هایی و آثاری با نگریست. آن موجودات و موضوعات

مفهوم، آن نسبت به بیشتری شناخت و معرفت توان م بیشتر تحقیقات و کنکاش با و برد پی آن

هست در آنچه اتفاق به قریب نسبت به شناس ماهیت نگرش در اما کرد. پیدا موجود یا موضوع

گاه آ احاطه ی مستلزم که نیست اثبات یا تعریف قابل که را آنچه هر برم خوریم. بن بست به است

انسان خصال روح، خدا، همچون مفاهیم ماند. خواهد عقیم شناس ماهیت بعد در است آن به ما

بررس قابل تجربی علوم اه آزمایش هیچ در آنها وجود ... و شجاعت سخاوت، صداقت، همانند

« قرآن ی جمله کرد. پیدا آن به زیاد یا کم نسبی شناخت و برد پی آن وجود به توان م اما نیست

ال ، تواند م العلم در ال که یرید ب نظر در را « قلیلا الا العلم من اوتیتم ما و ربی امر من الروح قل

حت یا و کند اشاره روح به علم به تواند م کند، بیان کل حالت در را علم مفهوم که باشد جنس

بیان قلیل را « ربی امر من الروح » جمله این درک به گاه آ و علم که باشد داشته ظریفتری مفهوم

ی ذره ٢٠٠ از بیش چه اگر است. روح ماهیت از بشر توانایی عدم اعلان صورت هر در که نماید
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مجموعه ها .٢ ۵۴فصل

در مجموعه ها است. نشده شناخته کامل طور به ماده ماهیت باز اما است شده شناسایی اتم از بنیادی

ی جنبه از فقط ما و هستند دسته این از ریاض های شاخه از ر دی مفاهیم از بسیاری همچون ریاض

گروه، دسته، ، همچون ،کلمات مجموعه برای اگر و کرد خواهیم نظر آن به شناس معرفت و وجود

تمام اساس و پایه مجموعه ها که آنجا از نیست. تعریف منظور شود، برده ار ب خانواده و گردایه رده،

توسیع به نیاز لذا است، انسان علوم حت و فن و پایه علوم های شاخه از بعض و ریاض های شاخه

قرن ٨٠ ی دهه در کانتور است. مشهود کاملا نظریه ها، موضوع اصول و مجموعه ها از ما معرفت

، اصل اعداد زمینه های در ١٩ قرن اواخر تا را آن و کرد پایه ریزی را مجموعه ها طبیع نظریه ی ١٩

همچون دانشمندان ،٢٠ قرن اوایل و سال ها همان در اما داد. گسترش ترامتناه اعداد و ترتیبی اعداد

شد باعث که یافتند دست پارادوکس هایی و تعارض به کانتور خود حت و ‐فورت بورال راسل،

را مجموعه ها نظریه ، موضوع اصول با و دقیق تر نگاه با ... فرانکل، زرملو، همچون دانشمندان

ریاضیات شاخه های پایه های و اساس و کند حفظ را مجموعه ها اصل ویژگ های که کنند پایه ریزی

نیاید. بوجود ناسازگاری هیچ و کند م مح را

مجموعه ها نظریه ی اصول و مجموعه ٢ . ١

کنیم. م صحبت آن خصوصیات از مجموعه ها به بیشتری شناخت برای

نیست‐ ماده به منحصر و است عام مفهوم ی ‐شیئ است معلوم و مشخص اشیاء از دسته ای (١)

خیر. یا است آن عضو شیئ که گفت بتوان صریح که است معن بدین

٣ عدد دو مثال عنوان به نیست. تکراری اعضای دارای لذا هستند. متمایز دو به دو آن اعضای (٢)

نیستند. ی و هستند کیسه ی در متمایز سفید توپ دو همانند ، مجموعه در

ندارد. اثری هیچ آن در نوشتن ترتیب یعن است جابجایی خاصیت دارای (٣)
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نیست. مجموعه باشد، هم خصوصیات این دارای که رده ای هر که شد خواهیم متوجه بعدا اما

رده ی توپولوژی، فضاهای رده ی مجموعه ها، همه ی رده ی مثلا نیست. طرفه دو شرط گزاره ی این

پیوسته توابع رده ی مجموعه ها، بین توابع رده ی یا و گروه ها برداری، فضاهای رده ی ، متری فضاهای

اما هستند فوق خصوصیات دارای که یافت م توان نمونه ها این از بسیاری و توپولوژی فضاهای بین

اعداد مجموعه ی برای ترتیب به N,W,Z,Q,R,C همچون مجموعه هایی علائم نیستند. مجموعه

شده اند. تعریف و ثابت دنیا در مختلط و ، حقیق گویا، صحیح، حسابی، ، طبیع

مجموعه جای به خانواده کلمه ی از آنگاه نباشند، متمایز دو به دو دسته، ی اعضای اگر .٢ . ١ . ١ تذکر

م کنیم. استفاده

یا متناه تواند م نباشد. عضویی هیچ یا باشد، عضو ی تنها شامل م تواند، مجموعه ی

با را مجموعه ها طبیع صورت به کرد. خواهیم تشریح بعدا را آنها که باشد ( (ترامتناه نامتناه

A١, A٢, A٣, ... دار اندیس صورت به باشد، زیاد آنها تعداد اگر ,A,B,Cو ... انگلیس بزرگ حروف

عضویی x اگر مثلا م دهیم. نمایش انگلیس کوچ حروف با را آنها اعضای .Ai کل حالت در یا ،

x اگر .x ∈ A م نویسیم و است A عضو x یا A به است متعلق x گوییم باشد A مجموعه ی از

. x /∈ A م نویسیم نباشد A از عضویی

١ نیست. خودش از عضویی مجموعه ای هیچ که است بدیه

N = {١, ٢, ٣, ...}، W = {٠, ١, ٢, ٣, ...}

Z = {...,−١−,٢, ٠, ١, ٢, ...}، Q = {ab | a, b ∈ Z, b ̸= ٠}

است. متعارف مجموعه های نیز ما بحث مورد موضوع و م نامند متعارف مجموعه های را مجموعه هایی چنین مراجع بعض در ١
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مجموعه ها .٢ ۵۶فصل

نمایش ϕ دانمارک حرف با را آن و گوییم ته مجموعه ی را ندارد عضوی هیچ که مجموعه ای

نظر از مجموعه ها نظریه موضوع اصول در نیست. φ یونان حرف که بدانید ϕ = {} م دهیم.

که دارد وجود مجموعه ای که است شده بیان ته مجموعه ی موضوع اصل عنوان به مفهوم این زرملو

م نامیم. عضویی −k مجموعه ی ی را دارد عضو k که مجموعه ای نیست. عضویی هیچ دارای

انگلیس الفبای کوچ حروف مجموعه ی : الف .٢ . ١ . ١ مثال

A = {a, b, c, d, ..., z}

شمس منظومه ی سیارات مجموعه ی : ب

{ عطارد زهره، زمین، مریخ، مشتری، زحل، اورانوس، نپتون، }

گرفته اند. ریاض علوم مبان درس جاری ترم در که اه دانش دانشجویان مجموعه ی : پ

م شناسد. را مجموعه ها از زیادی خیل نمونه های خود ذهن در و خود اطراف در فرد هر

تساوی و شمول اصل

A ⊆ B م نویسیم و است B مجموعه ی زیر A گوییم باشند مجموعه دو B و A کنید فرض

ر دی بعبارت باشد B در A عضو هر گاه هر

A ⊆ B ≡ ∀x x ∈ A =⇒ x ∈ B

گوییم است. آن مجموعه ی زیر A که م کنیم بیان مطالبی B مجموعه ی مورد در مواقع بعض

است. A شامل B یا است A حاوی B یا است A مجموعه ی ابر B
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زیر کدام هر گاه هر A = B م نویسیم و است مساوی B مجموعه ی با A مجموعه ی گوییم

ر دی عبارت به باشد. ری دی مجموعه ی

. A = B ≡ ∀x x ∈ A⇐⇒ x ∈ B

م نویسیم و است B سره ی یا محض مجموعه ی زیر ی A گوییم آنگاه ، A ̸= B و A ⊆ B اگر

.A ⫋ B یا A ⊂ B

: وضوح به

N ⊂W ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C

جهان یا مرجع مجموعه

آورده نیستند، مجموعه و دارند را مجموعه ها خصوصیات که اشیاءی دسته از مثال هایی مقدمه در

در اما ندارد، وجود باشد مجموعه ها تمام و اعضا تمام شامل که مرجع مجموعه ی ی چه اگر شد.

یا جهان مجموعه ی ی عنوان به باشد ما نظر مورد اعضای تمام شامل که مجموعه ی گرفتن نظر

اعمال و مجموعه ها نظریه ی اصول دید با مجموعه ها نظریه ی در کار ادامه لازمه ی مرجع، مجموعه ی

بررس مورد را ثابت مجموعه ی ی مجموعه های زیر تمام موضوع هر در لذا است. آن بر حاکم

نمایش M یا U با را آن معمولا و نامیده مرجع یا جهان مجموعه ی را مجموعه آن و م دهیم قرار

آن معمول علامت همان از باشد، شده شناخته قبل از مجموعه ی جهان مجموعه ی اگر م دهیم.

است. درست همیشه گزاره ی ی x ∈ U وضوح به م کنیم. استفاده مجموعه

: مجموعه تصریح اصل

بود. خواهد متفاوت مجموعه آن نمایش مجموعه، ی اعضای تعداد به توجه با

نوشت. را آن کامل فهرست م توان باشد معدود و کم مجموعه، ی اعضای تعداد اگر
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م توان مجموعه ی در راحت به را کردستان اه دانش شناس زمین گروه اساتید اسام مثال عنوان به

مجموعه ی اعضای تعداد که حالات در خیر. را اه دانش علوم ده دانش اساتید اسام اما نوشت

است. ن مم غیر یا و سخت ها آن نوشتن است نامتناه حت یا و زیاد بسیار

مجموعه ی بنویسیم، ناقص صورت به را ... و اول صحیح، ، طبیع اعداد مجموعه ی م توانیم اگر

تاثیر عدم بدلیل حالات بعض در نوشت. نم توان هم ناقص فهرست این با حت را حقیق اعداد

داشت. خواهد بسزایی اثر مجموعه، آن به ما شناخت میزان در ما نوشتاری روش اعضاء جابجایی

اول اعداد مجموعه ی کامل، مربع اعداد مجموعه ی ، طبیع زوج اعداد مجموعه ی مثال عنوان به

اعداد مجموعه ی شد. خواهد وارد اخلال مجموعه شناخت اول شرط در بریزیم بهم اگر را ... و

اینکه تا م آورد بوجود را موردنظر مجموعه ی کامل شناخت جمله همین یرید. ب نظر در را فرد

صورت به را مجموعه همین اگر حال بنویسیم. {١, ٣, ۵, ٧, ٩, ناقص{... صورت به را آن از تعدادی

{١, ٣, ٩, ٢٧, ۵, ٢۵, ١٢۵, ٧, ۴٩, ٣۴٣, ...}

در را ما بنویسیم، {٢, ١١, ٧, ١٣, ۵, ١٧, ٣, ...} نامنظم صورت به اگر را اول اعداد مجموعه ی یا و

کرد. خواهد درگم سر مجموعه شناخت

ی در یا و م کنند صدق گزاره نما ی در که را مشخص مجموعه ی ی از اعضایی مواقع بعض

جدید مجموعه ی این م آورد. بوجود را جدید مجموعه ای م کنند، صدق شرایط یا شرط به ویژگ

است مرجع مشخص مجموعه ی M که م دهیم نمایش A = {x ∈ M | P (x)} صورت به را

اعضای تا است شده گرفته نظر در x برای که است شرایط یا ویژگ گزاره نما، همان P (x) و

م خوانیم. زیر صورت به را آن و گردد مشخص A مجموعه ی

موضوع اصل نظریه ی در م کند. صدق P (x) گزاره نمای یا شرط در که M از هایی x مجموعه ی
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نامند. م مجموعه ها تصریح موضوع اصل را بیان شیوه ی این مجموعه ها

: مثال

D = {x ∈ N | ٢x٢ − ۵x+ ٢ = ٠}

E = {x ∈ R | cosx = ١}

در و D = {١٢ , ٢} بود م R یا ،Q ، N جای به مرجع مجموعه ی اگر و D = {٢} که دانید م

مجموعه ی ی E ه حالی در E = {٠} صورت این در بود مرجع مجموعه ، R جای به Z اگر E

است. نامتناه

{x ∈ Z | x > ٢} ٢ از بزرگتر صحیح اعداد مجموعه ی .٢ . ١ . ٢ مثال

م شود. نمادگذاری زیر صورت به ریاضیات در معمول طور به حقیق اعداد های بازه .٢ . ١ . ٣ مثال

J = (٠, ١) = {x ∈ R | ٠ < x < ١}

I = ⌈٠, ١⌉ = {x ∈ R | ٠ ≤ x ≤ ١}

⌈a, b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}

(a,+∞) = {x ∈ R | x > a}

(−∞, b⌉ = {x ∈ R | x ≤ b}

دارند. قرار سوم و اول ربع ساز نیم روی که صفحه نقاط ی مجموعه .۴ . ٢ . ١ مثال

△ = {(x, y) | x, y ∈ R, y = x}
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مجموعه دو تفاضل و اشتراک و اجتماع اصل

A∪B نماد با Bرا Aو مجموعه ی دو اجتماع اینصورت در باشند. مجموعه Bدو Aو کنید فرض

کنیم. م تعریف زیر صورت به و داده نمایش

ر دی عبارت به یا و A ∪B = {x | x ∈ A ∨ x ∈ B}

x ∈ A ∪B ⇐⇒ x ∈ A ∨ x ∈ B.

است. شده یاد اجتماع موضوع اصل عنوان به تعریف این که

کنیم. م تعریف زیر صورت به و داده نمایش A ∩B با را B و A مجموعه ی دو اشتراک همچنین

ر دی عبارت به یا و A ∩B = {x | x ∈ A ∧ x ∈ B}

x ∈ A ∩B ⇐⇒ x ∈ A ∧ x ∈ B.

کنیم. م تعریف زیر صورت به و داده نمایش A \B با را B از A مجموعه ی دو تفاضل

A \B = {x | x ∈ A ∧ x /∈ B}

x ∈ A \B ⇐⇒ x ∈ A ∧ x /∈ B.

لذا نامند. م نیز A نسبت B متمم را A \B تفاضل

.A \B = {x ∈ A | x /∈ B}

مجموعه ها اعمال ٢ . ٢

م پردازیم. مجموعه ها اعمال خصوصیات از بعض به بخش این در
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د تحت

مجموعه ها۶١ اعمال .٢ . ٢

صورت این در باشد X مجموعه ی از مجموعه هایی زیر C و B و A کنید فرض : .٢ . ٢ . ١ قضیه

: برقرارند زیر خواص

جابجایی خاصیت : الف

A ∩B = B ∩A

A ∪B = B ∪A

پذیری شرکت خاصیت : ب

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C

توان خود خاصیت : ج

A ∩A = A ، A ∪A = A

خنث عضو : د

A ∪ ϕ = A ، A ∩X = A

A ∩ ϕ = ϕ ، A ∪X = X

A \ ϕ = A ، A \A = ϕ

م شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان.

نامیده A متمم را U \ A آنگاه باشد آن از ای مجموعه زیر A و جهان مجموعه ی ی U اگر

مجموعه ی برای را A◦ آنالیز های کتاب در البته دهند. م نمایش Ā ، A′ ، A◦ یا Ac با را آن و



اوری
د تحت

مجموعه ها .٢ ۶٢فصل

برند م ار ب A بستار مجموعه برای را Ā و A حدی نقاط مجموعه ی برای را A′ ،A درون نقاط

کنیم. استفاده Ac از که آنست پسندیده لذا

.A \B = A ∩Bc ،B و A مجموعه دو هر برای .٢ . ٢ . ٢ قضیه

x ∈ A \B ≡ x ∈ A ∧ x /∈ B ≡ x ∈ A ∧ (x ∈ U \B) ≡ برهان.

x ∈ A ∧ (x ∈ Bc) ≡ x ∈ A ∩Bc

A \B = A \ (A ∩B) .٢ . ٢ . ١ مثال

x ∈ A \B ≡ x ∈ A ∧ x /∈ B ≡ x ∈ A ∧ x /∈ (A ∩B) ≡ x ∈ A \ (A ∩B)

م شود. اثبات سادگ به زیر مثالهای فوق قضیه بنابه

صورت این در باشد. آن از ای زیرمجموعه A و جهان مجموعه ی ی U کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ مثال

:

١) A ∩Ac = ϕ ٢) A ∪Ac = U ٣) (Ac)c = A

: صورت این در باشد جهان مجموعه ی ی U کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ مثال

١) ϕc = U ٢) U c = ϕ

: صورت این در باشند. U مجموعه ی زیر دو B و A کنید فرض .٢ . ٢ . ٣ قضیه

A ⊆ B ⇐⇒ Bc ⊆ Ac

شمول: تعریف بنابه برهان.
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مجموعه ها۶٣ اعمال .٢ . ٢

A ⊆ B ≡ x ∈ A −→ x ∈ B ≡

نقیض عکس قانون xبنابه /∈ B −→ x /∈ A ≡ x ∈ Bc −→ x ∈ Ac ≡ Bc ⊆ Ac

صورت: این در مفروضند. B و A مجموعه ی دو مجموعه ها) دمورگان (قوانین .۴ . ٢ . ٢ قضیه

(A ∪B)c = Ac ∩Bc : الف

(A ∩B)c = Ac ∪Bc : ب

م کنیم. واگذار خواننده به را الف و م کنیم ثابت را ب قسمت برهان.

x ∈ (A ∩B)c ≡ x /∈ A ∩B ≡∼ (x ∈ A ∩B) ≡∼ (x ∈ A ∧ x ∈ B) ≡

∼ (x ∈ A)∨ ∼ (x ∈ B) ≡ x /∈ A ∨ x /∈ B ≡ x ∈ Ac ∨ x ∈ Bc ≡

x ∈ (Ac ∪Bc)

: صورت این در باشند. دلخواه مجموعه ی سه C و B و A کنید فرض .۵ . ٢ . ٢ قضیه

A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C) اشتراک: به نسبت اجتماع پخش خاصیت : الف

A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) اجتماع: به نسبت اشتراک پخش خاصیت : ب

A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C) تفاضل: به نسبت اشتراک پخش خاصیت : ج

: الف م کنیم. واگذار خواننده به را ب و م کنیم اثبات را ج و الف قسمتهای برهان.

اجتماع تعریف x ∈ A ∪ (B ∩ C) ≡ x ∈ A ∨ x ∈ B ∩ C



اوری
د تحت

مجموعه ها .٢ ۶۴فصل

اشتراک تعریف ≡ x ∈ A ∨ (x ∈ B ∧ x ∈ C)

ها گزاره در پخش خاصیت ≡ (x ∈ A ∨ x ∈ B) ∧ (x ∈ A ∨ x ∈ C)

اجتماع تعریف ≡ (x ∈ A ∪B) ∧ (x ∈ A ∪ C)

اشتراک تعریف ≡ x ∈ (A ∪B) ∩ (A ∪ C)

: ج

(A ∩B) \ (A ∩ C) = (A ∩B) ∩ (A ∩ C)c =

دمرگان قانون (A ∩B) ∩ (Ac ∪ Cc) =

اجتماع به نسبت اشتراک پخش خاصیت (A ∩B ∩Ac) ∪ (A ∩B ∩ Cc) =

شرکتپذیری خاصیت و مثال ϕ ∪ (A ∩ (B ∩ Cc)) =

A ∩ (B \ C)

متقارن تفاضل باشندو X مجموعه ی زیر دو B و A کنید فرض : متقارن تفاضل .٢ . ٢ . ١ تعریف

کنیم. م تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش A△B با را B و A

A△B = (A \B) ∪ (B \A)

نماد این از آنالیز و جبر کتابهای در که آنجا از اما شود، م استفاده ⊕نیز نماد از متقارن تفاضل برای

کنیم. نم استفاده آن از ما شود، م استفاده مستقیم جمع برای

داریم: د B و A دلخواه مجموعه ی دو هر ازای به .۴ . ٢ . ٢ مثال

A△B = (A ∪B) \ (A ∩B)

A△B = (A \B) ∪ (B \A)



اوری
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مجموعه ها۶۵ اعمال .٢ . ٢

= (A ∩Bc) ∪ (B ∩Ac)

= ((A ∩Bc) ∪B) ∩ ((A ∩Bc) ∪Ac)

= ⌈(A ∪B) ∩ (Bc ∪B)⌉ ∩ ⌈(A ∪Ac) ∩ (Bc ∪Ac)⌉

= (A ∪B) ∩X ∩X ∩ (Ac ∪Bc)

= (A ∪B) ∩ (A ∩B)c

= (A ∪B) \ (A ∩B).

: است زیر خواص △دارای عمل .۶ . ٢ . ٢ قضیه

A△B = B △A جابجایی: خاصیت الف:

A△ (B △ C) = (A△B)△ C پذیری: شرکت خاصیت ب:

A△ ϕ = ϕ△A = A : خنث عضو ج:

A ∩ (B △ C) = (A ∩B)△ (A ∩ C) متقارن: تفاضل به نسبت اشتراک پخش خاصیت د:

م شود. واگذار خواننده به اثبات برهان.

استفاده ترسیم روش شهودی درک از مجموعه ها، روی اعمال از بهتر درک و بیشتر شناخت برای

بریم. م بهره ون نمودار به موسوم نمودارهایی از منظور این برای کنیم. م

قسمت Mو جهان یا مرجع مجموعه ی عنوان به را ( ر دی ل ش یا ) مستطیل ی همانند ناحیه ی

م نظر در M از مجموعه هایی زیر عنوان به را آن) داخل در هایی دایره یا ) مستطیل این از هایی

در ناحیه چند یا دو ترسیم روش از نیست مرجع مجموعه ی به نیاز که حالات بعض در گیریم.

کنیم. م استفاده مفروض مجموعه های عنوان به صفحه
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مجموعه ها .٢ ۶۶فصل

A B

A−B B −AA ∩B

A B

M

(A ∪B)c

(A ∪B)

توان مجموعه ی موضوع اصل و سازی زوج موضوع اصل

دو B و A اگر که است آن بیانگر سازی زوج موضوع اصل مجموعه ها، ی نظریه موضوع اصول در

ر دی بیان به . است B و A مجموعه ی دو شامل که دارد وجود ای مجموعه انگاه باشند، مجموعه

ساخت. مجموعه تعدادی شامل مجموعه هایی توان م لذا است مجموعه ی {A,B}

زیرمجموعه های که دارد مجموعه آن خود و ته زیرمجموعه ی دو حداقل غیرته مجموعه ی هر

شود. م نامیده مجموعه آن بدیه

ی یریم، ب نظر در مجموعه ی اعضای عنوان به را مجموعه ی زیرمجموعه های تمام اگر حال

دهد. م یل تش جدید مجموعه ی

P (X) با Xرا زیرمجموعه های تمام مجموعه ی باشد. مجموعه Xی کنید فرض .٢ . ٢ . ٢ تعریف

موضوع این مجموعه ها، موضوع اصل نظریه در نامیم. م X توان مجموعه ی را آن و داده نمایش

شود. م گرفته نظر در توان مجموعه ی موضوع اصل نام به اصل ی عنوان به

کنیم؛ استفاده مجموعه ها تصریح اصل از اگر حال

P (X) = {A | A ⊆ X}



اوری
د تحت

مجموعه ها۶٧ اعمال .٢ . ٢

X زیرمجموعه های تمام آن اعضای که دارد وجود ای مجموعه ، X مجموعه، هر با متناظر یعن

است.

.P (ϕ) = {ϕ} لذا دارد ϕ بدیه زیرمجموعه ی ی تنها ϕ که است بدیه .۵ . ٢ . ٢ مثال

P (X) = {ϕ,X} آنگاه X = {١} کنید فرض .۶ . ٢ . ٢ مثال

P (X) = {ϕ, {١}, {٢}, X} آنگاه X = {١, ٢} اگر .٢ . ٢ . ٧ مثال

فوق مثال بنابه .٢ . ٢ . ٨ مثال

P (P (ϕ)) = {ϕ, {ϕ}}

لذا

P (P (P (ϕ))) = {ϕ, {ϕ}, {{ϕ}}, {ϕ, {ϕ}}}

عضویی ٢n مجموعه ی ی P (X) آنگاه باشد، n−عضویی مجموعه ی ی X اگر .٢ . ٢ . ٧ قضیه

بود. خواهد

ی x ∈ X اینکه برای ن مم حالات تمام باشد. X زیرمجموعه ی ی A کنید فرض برهان.

حالت ٢n ، X عضو n برای نتیجه در و حالت دو عضو هر برای لذا است حالت دو باشد A عضو

دارد زیرمجموعه ٢n ،X یعن و است ن مم A مجموعه ی برای حالت ٢n بنابراین است. ن مم

از تعدادی شامل Y انگاه ، Y ⊆ P (X) اگر که است بدیه دارد. عضو ٢n ، P (X) یعن

است. X زیرمجموعه های



اوری
د تحت

مجموعه ها .٢ ۶٨فصل

مجموعه ها اعمال تعمیم و گذاری اندیس ٢ . ٣

آن اعضای که یافت توان م بیشماری مجموعه های که دریافتیم توان مجموعه های موضوع اصل از

مجموعه ها، از مجموعه ی اعضای ی همه یا تعدادی بر مجموعه ها اعمال برای لذا باشند. مجموعه

کنیم. گذاری اندیس را آن اعضای باید

،n ∈ N هر ازای به که یرید ب درنظر را ... ، A٣ ، A٢،A١ مجموعه های .٢ . ٣ . ١ مثال

An = (−n, n) = {x ∈ R | −n < x < n} = {x ∈ R || x |< n}

،n ∈ N هر ازای به که یرید ب درنظر را ... ، B٣ ، B٢ ، B١ مجموعه های .٢ . ٣ . ٢ مثال

Bn = ⌈ ١n , n) = {x ∈ R | ١n ≤ x < n}

،i هر ازای به و i > ٠ که یرید ب درنظر را Ci مجموعه های .٢ . ٣ . ٣ مثال

.Ci = ⌈−i, i⌉ = {x ∈ R || x |≤ i}

ها، مجموعه آن که نیست نیاز مجموعه ها، اشتراک یا اجتماع در که آنست ر دی توجه قابل ی نکته

همچنان باشند، برابر هم با مجموعه ها، از دسته آن اعضای از بعض اگر لذا باشند، متمایز دو به دو

کنیم. م استفاده خانواده ی کلمه از است شده اشاره قبلا که

خانواده آنگاه باشد، متناظر Ai مجموعه ی ی i ∈ I هر ازای به و باشد مجموعه ی I اگر حال

را آن و داده نمایش {Ai | i ∈ I} ، {Ai}i∈I جمله از نمادهایی با را Ai مجموعه های ی همه ی

خانواده باشد، متناه اندیس مجموعه که حالات در گوییم. م Ai دار اندیس مجموعه های خانواده

م نمایش نیز {Ai}ni=١ صورت به را {A١, A٢, A٣, ..., An} مانند داری اندیس مجموعه ی ی



اوری
د تحت

مجموعه ها۶٩ اعمال تعمیم و گذاری اندیس .٢ . ٣

یا {An}n∈N با را {A١, A٢, A٣, ...} ی خانواده باشد، N همانند اندیس، مجموعه ی اگر یا دهند

B ، A مانند حروف با نیز را مجموعه ی خانواده حالات بعض در دهند. م نمایش نیز {An}∞n=١

دهند. م نمایش ر دی علائم یا C ،

فوق های مثال در .۴ . ٢ . ٣ مثال

{An}∞n=١ = {An}n∈N = {(−n, n)|n ∈ N}

{Ci}i>٠ = {Ci|i ∈ Ri > ٠} = {⌈−i, i⌉|i > ٠}

زیرمجوعه از ای خانواده A = {Ai}i∈I و مرجع یا جهان مجموعه ی ی U که صورت در

اندیس ی خانواده اشتراک و اجتماع توان م و A ⊆ P (U) دقیق نه فن صورت به باشد، U های

مجموعه های خانواده برای ∈,⊆,⫋,∩,∪ همچنون مجموعه ها، علائم از کنیم. تعریف را A دار

کنیم. م استفاده نیز دار اندیس

تمام شامل که گیریم م نظر در U از مجموعه های زیر از ای خانواده A کنید فرض .٢ . ٣ . ١ تعریف

نمایش ∪A یا ∪A∈AA نماد با را اجتماع این است. A ی خانواده به متعلق مجموعه های اعضای

صورت به را اجتماع آنگاه باشد، دار اندیس مجموعه های ی خانواده A = {Ai}i∈I اگر دهیم. م

شود. م داده نمایش نیز ∪i∈IAi

∪i∈IAi = {x ∈ U | ∃i ∈ I, x ∈ Ai}

اگر و ∪ni=١Ai صورت به نیز را ∪Ai آنگاه باشد، I = {١, ٢, ..., n}اندیس مجموعه ی اگر

شود. م داده نمایش نیز ∪∞n=١An صورت به ∪n∈NAn آنگاه ، I = N

صورت: این در .An = {−n, ٠, n} کنید فرض .۵ . ٢ . ٣ مثال



اوری
د تحت

مجموعه ها .٢ ٧٠فصل

∪١٠٠n=١An = {−٩٩−,١٠٠, ...,−١, ٠, ١, ٢, ..., ١٠٠}

صورت: این در .Bn = (n, n+ ١) کنید فرض .۶ . ٢ . ٣ مثال

∪n∈ZBn = R \ Z

این در باشد، U مرجع مجموعه ی زیرمجموعه های از ای خانواده A کنید فرض .٢ . ٣ . ٢ تعریف

خانواده ی اشتراک کنیم م تعریف و داده A∈AA∩نمایش A∩یا با یAرا خانواده اشتراک صورت

باشد. A اعضای تمام در آن عضو هر که است U از زیرمجموعه ای A

∩A∈AA = {x ∈ U | ∀A ∈ A, x ∈ A}

∩i∈IAi∈I صورت به را ∩Aاشتراک آنگاه باشد، داری اندیس Aخانواده ی = {Ai}i∈I اگر حال

تمام در آن عضو هر که است U از Aزیرمجموعه ای خانواده ی اشتراک م کنیم تعریف و داده نمایش

باشد. A اعضای

∩A∈AA = {x ∈ U | ∀i ∈ I, x ∈ Ai}

به را ∩i∈IAi آنگاه باشد، I = {١, ٢, ..., n} متناه اندیس مجموعه ی اگر ، اجتماع همانند

به را آنها اشتراک انگاه I = N اگر و ∩ni=١Ai = A١ ∩ A٢ ∩ ... ∩ An که ∩ni=١Ai صورت

م نویسیم. ∩n∈NAn = ∩∞n=١An صورت

∩n∈NAn = ∩∞n=١An = {١} آنگاه ، An = ⌈١/n, n⌉ اگر .٢ . ٣ . ٧ مثال

∩n∈NBn = ⌈٠, ٢) آنگاه ،Bn = ⌈−١/n, ٢n) اگر .٢ . ٣ . ٨ مثال

{Ai}i∈I و مرجع یا جهان مجموعه ی ی U کنید فرض دمورگان) قوانین (تعمیم .٢ . ٣ . ١ قضیه

: صورت این در باشد، U زیرمجموعه های از ای خانواده
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مجموعه ها٧١ اعمال تعمیم و گذاری اندیس .٢ . ٣

(∪i∈IAi)
c = ∩i∈IAc

i : الف

(∩i∈IAi)
c = ∪i∈IAc

i : ب

م کنیم. واگذار خواننده به را ب و م کنیم ثابت را الف قسمت برهان.

x ∈ (∪i∈IAi)
c ≡ x /∈ (∪i∈IAi) ≡∼ (x ∈ (∪i∈IAi))

≡∼ (∃i ∈ I, s.t.x ∈ Ai) ≡ ∀i ∈ I, x /∈ Ai

≡ ∀i ∈ I, x ∈ Ai
c ≡ x ∈ ∩i∈IAc

i

و مرجع مجموعه ی ی U کنید فرض ( پخش یا پذیری توزیع قوانین (تعمیم .٢ . ٣ . ٢ قضیه

صورت این در باشد. U از ای زیرمجموعه B و U مجموعه های زیر از ای خانواده {Ai}i∈I

B ∪ (∩i∈IAi) = ∩i∈I(B ∪Ai) : الف

B ∩ (∪i∈IAi) = ∪i∈I(B ∩Ai) : ب

می    آیند. بدست سادگ به عضوگیری با برهان.

است، ایی مجموعه چه اندیس مجموعه ی اینکه به ای اشاره هیچ فوق، قضایای و مطالب در

مجموعه ی یا است بزرگ خیل ناشمارای نامتناه ای مجموعه ، کوچ یا است بزرگ ای مجموعه

است. نشده ؟ ته

و زیبا نتیجه ی دو به اندیس، مجموعه ی عنوان به ته مجموعه ی گرفتن نظر در با م خواهیم حال

به دانید م همچنانکه برسیم. اشتراک و اجتماع مفهوم از ما شهودی درک با متناقض و معمول غیر
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در اما م باشد. خانواده آن اشتراک شامل و بزرگتر مجموعه ها، از ای خانواده اجتماع طبیع صورت

است. متفاوت کاملا نتیجه ته اندیس مجموعه ی

U اززیرمجموعه های ته خانواده ای {Ai}i∈ϕ و مربع مجموعه ی ی U کنید فرض .٢ . ٣ . ٣ قضیه

صورت این در م باشد.

∩i∈ϕAi = U الف:

∪i∈ϕAi = ϕ ب:

: الف برهان.

اشتراک تعریف x ∈ ∩i∈ϕ ⇐⇒ ∀i ∈ ϕ, x ∈ Ai

عموم سور تعریف ⇐⇒ i ∈ ϕ −→ x ∈ Ai

شرط گزاره ی در مقدم انتفاء بنابه ≡ T

.∩i∈ϕAi = U لذا است. ∩i∈ϕAi در مرجع مجموعه ی عضو هر پس

ب:

(∪i∈ϕAi
)c = ∩i∈ϕAc

i = U =⇒ ∪i∈ϕAi = ϕ

ی صورت به م توان را مجموعه ها از خانواده ای هر آیا که، است آن ر دی تامل قابل نکته ی

البته مثالهایی مقدمه، بحث در باشند؟ متمایز دوبه دو خانواده آن اعضای ولو گرفت، نطر در مجموعه

آن ها از ی به حال است. منف فوق سوال جواب که م دهد نشان که است شده آورده اثبات بدون
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ندارد. وجود مجموعه ها مجموعه ی که م پردازیم

آنگاه باشد، داشته وجود مجموعه ها، مجموعه ی اگر ((که پاردوکس ی ارائه ی یا راسل برتراند

و عام تعبیری به یا و مجموعه ها مجموعه ی وجود انتفای به است)) غلط هم و درست هم گزاره ای

رسید. مطلق جهان مجموعه ی قویتر

باشد، داشته وجود مجموعه ها همه ی مجموعه ی U کنید فرض راسل) (پارادوکس .۴ . ٢ . ٣ قضیه

آنگاه ، R = {X ∈ U | X /∈ X} با R ⊆ U اگر صورت این در

R ∈ R ب: R /∈ R : الف

متعلق خودش به پس نباشد خودش به متعلق که نیست U از عضوی R آنگاه R /∈ R اگر برهان.

R ∈ R لذا است

.R /∈ R لذا نیست خودش به متعلق که است U از عضوی R آنگاه ، R ∈ R اگر

باشد، گزاره ی P اگر که م دانیم و R /∈ R هم و R ∈ R هم که فهمید م توان فوق اثبات از

داشته وجود مجموعه ها مجموعه ی اگر یعن است. نادرست همیشه ∼ P ∧ P عطف ترکیب آنگاه

م رسیم. نادرست نتیجه ی به همیشه انگاه باشد،

بنابراین است. ن غیرمم که P ≡∼ P یعن این و R ∈ R ⇐⇒ R /∈ R ر دی بیان به

که کرد پیدا زیادی ر دی مثال های م توان مشابه طریق به ندارد. وجود مجموعه ها مجموعه ی

نیستند. مجموعه

ریاض علوم مبان در ما بحث مورد مجموعه های که م شویم متذکر فوق مطالب به توجه با

متعارف مجموعه ی مجموعه هایی، چنین به باشند خودشان عضو نم توانند که هستند مجموعه هایی
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تعریف م توان را مجموعه هایی چنین انتزاع یا انسان مفاهیم در که است ذکر به لازم م گویند.

؟ نامتعارف نه و باشد متعارف نه که بیابید مجموعه ای م توانید آیا کرد.

هم ضرب و ضرب ۴ . ٢

آسان و بسیط موضوع های و مفاهیم تعمیم تاریخ، طول در بشر گاه آ و علم رشد جنبه های از ی

صحیح اعداد به آن از و حسابی اعداد به اعدادطبیع ابتدا اعداد، موضوع در مثال عنوان به است.

تعمیم مختلط اعداد به موهوم اعداد تعریف با و حقیق اعداد به نهایت در و گویا اعداد به سپس

مثال عنوان به که است شده تعریف چنان مرتب تایی دو اعداد، این شناخت طول در و است یافته

با و سازند مند قانون گویا، اعداد به را صحیح اعداد تعمیم و صحیح اعداد به را طبیع اعداد تعمیم

دهند. تعمیم حقیق اعداد به را گویا اعداد بالایی کران ترین کوچ خاصیت تعریف

مرتب) دوتایی یا مرتب جفت ) مرتب زوج

، ١ × ٢ ماتریس ی حت و مختصات صفحه ی در بردار ی نقطه، دادن نشان برای مرتب زوج

های دوره در بارها شود، اشاره               ای آن تعریف به حت آنکه بدون ریاض عموم و جبرخط مبان در

پرداخته آن کاربرد و آن توصیف به تنها و است گرفته قرار استفاده مورد دوم و اول متوسطه ی تحصیل

است. شده

مجموعه ی عنوان به را (x, y) مرتب زوج ، y ∈ Y و x ∈ X عضو دو برای م دانید همچنانکه

نیز آنها نوشتن ترتیب و نباشند متمایز م توانند y و xمرتب زوج در که زیرا نم گیریم، نظر در {x, y}

شاخه در متفاوت تعاریف خصوصیات، این کردن برجسته منظور به لذا . x = y آنکه ر م است مهم

شده داده مرتب زوج برای مجموعه ها موضوع اصول نظریه ی بیان شیوه ی در و ریاض مختلف های
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{{{a}, ϕ}, {{b}}} ،٢ کوراتوفس طرف از {{b}, {a, b}} و {{a}, {a, b}} جمله از است.

و ۴ زرملو موضوع اصل تنظیم در مجموعه ها نظریه ی در {a, {a, b}} ، ٣ وینر نوربرت طرف از

س فلی طرف از {{a, ١}, {b, ٢}} همچنین ۵ تارس ‐ گروتندی دیدگاه از مجموعه ها نظریه ی

دارا را مرتب زوج شرایط آنها همه ی که است شده تعریف (a, b) مرتب زوج برای ۶ هاوسدورف

در قضایایی اثبات برای و زمینه ای در کدام هر خود خاص پیچیدگ های وجود با تعاریف این هستند.

را تعاریف این از کدام هیچ اگر حت است. شده برده کار به مجموعه ها، نظریه ی در پیشرفته سطح

نداریم. مرتب زوج ارگیری ب در ل مش هیچ داریم مرتب زوج از که اولیه ای شناخت همان با ندانیم،

م نامیم. دوم مولفه ی را b و اول مولفه ی را a ، (a, b) مرتب زوج در

مولفه ی که هایی مرتب زوج تمام مجموعه ی را Y در X مجموعه ی دو دکارت حاصل ضرب

م کنیم. تعریف است Y آن از عضوی دوم مولفه ی و ، X از عضوی آن اول

I که مرتب ‐تایی I یا و دنباله ی یا و مرتب ‐تایی n ی به مرتب زوج تعمیم برای حال

بی یا و مجموعه چند به مجموعه دو دکارت حاصل ضرب تعمیم برای و است اندیس مجموعه ی ی

که ‐ رابطه ی عنوان به تابع گرفتن نظر در بدون لذا داریم. تابع تعریف به نیاز مجموعه، نهایت

بحث در که همانطور است‐ A × B دکارت حاصل ضرب از زیرمجموعه ای B به A از رابطه ای

م کنیم. تعریف تابع ی بعنوان را مرتب زوج شد، اشاره نماها گزاره و وجودی و عموم سورهای

ی ، x ∈ A هر ازای به گاه هر B به A از تابع y = f(x) ضابطه ی با f گوییم .١ . ۴ . ٢ تعریف

دهد. نسبت y به را x یا و y = f(x) که باشد موجود چنان y ∈ B تای ی عضو

Kazimierz٢

Wiener Norbert٣

Frankel ‐ Zermelo۴

Grotendieck ‐ Tarski۵
Felix ‐ Hausdorff۶
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∀x ∈ A ∃!y ∈ B s.t. y = f(x)

مرتب زوج باشد. y ∈ Y و x ∈ X و غیرته مجموعه دو Y و X کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ تعریف

f(١) = x ∈ X ه: طوری به X∪Yاست مجموعه ی به {١, مجموعه ی{٢ از f مانند تابع (x, y)

.f(٢) = y ∈ Y و

حال نمود. مشاهده را مرتب زوج مولفه های و تمایز عدم ترتیب، م توان وضوح به تعریف از

تمام مجموعه ی را X × Y ضرب ساده طور به یا و مستقیم حاصل ضرب یا دکارت حاصل ضرب

تعریف f(٢) ∈ Y و f(١) ∈ X ه طوری به X ∪ Y مجموعه ی به {١, ٢} از f مانند توابع

م کنیم.

م کنیم تعریف و داده نمایش X × Y با را Y در X دکارت حاصل ضرب .٣ . ۴ . ٢ تعریف

X × Y = {(x, y)|x ∈ X ∧ y ∈ Y }

: (a, b), (c, d) مرتب زوج دو هر ازای به .١ . ۴ . ٢ قضیه

(a, b) = (c, d)⇐⇒ a = c, b = c

g تابع (c, d) زوج و f(١) = a, f(٢) = b که باشد f تابع (a, b) زوج کنید فرض برهان.

هر ازای به لذا و f = g آنگاه ، (a, b) = (c, d) اگر حال g(١) = c, g(٢) = d که باشد

b = d یعن f(٢) = g(٢) و a = c یعن f(١) = g(١) پس ، f(i) = g(i) ، i ∈ {١, ٢}

است. بدیه آن عکس
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زوج نمایش یریم، ب نظر در عرض محور را Y و طول محور را X اگر مختصات، صفحه ی در

A×B ⊆ X × Y آنگاه ،B ⊆ Y و A ⊆ X اگر و بود خواهد صفحه از نقطه ای (x, y) مرتب

م باشد. زیر صورت به مختصات صفحه ی از قطعه ای

X

Y

A

B

x

y

X

Y

P (x, y)
A×B

نیست. متقارن تفاضل یا تفاضل یا اشتراک اجتماع، عمل همانند ضرب، عمل که است بدیه

که فهمید م توان ساده مثال ی با ندارد. را خواص از بعض و م دهد تغییر را مرجع مجموعه ی

نیست. جابجایی خاصیت دارای دکارت حاصل ضرب

صورت: این در Y = {a, b} ، X = {١, ٢} کنید، فرض .١ . ۴ . ٢ مثال

X × Y = {(١, a), (٢, a), (١, b), (٢, b)}

Y ×X = {(a, ١), (a, ٢), (b, ١), (b, ٢)}

صورت این در باشد. دلخواه مجموعه ی دو Y و X کنید فرض .٢ . ۴ . ٢ قضیه

X × Y = Y ×X ⇐⇒ X = Y

X × Y = X ×X = Y ×X که است بدیه X = Y صورت در برهان.

لذا است نیز Y ×X در (x, y) ∈ X × Y زوج هر آنگاه X × Y = Y ×X اگر : قضیه عکس

.X = Y یعن Y ⊆ X و X ⊆ Y پس y ∈ X ، x ∈ Y
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: است زیر ویژگ های دارای ضرب عمل

است پذیری توزیع خاصیت دارای تفاضل و اشتراک اجتماع، به نسبت ضرب عمل .٣ . ۴ . ٢ قضیه

: یعن

١.(A ∪B)× C = A× C ∪B × C, A× (B ∪ C) = A×B ∪A× C

٢.(A ∩B)× C = A× C ∩B × C, A× (B ∩ C) = A×B ∩A× C

٣.(A \B)× C = A× C \B × C, A× (B \ C) = A×B \A× C

: ١ برهان.

(x, y) ∈ A× (B ∪ C) ≡ x ∈ A ∧ y ∈ B ∪ C ≡

x ∈ A ∧ (y ∈ B ∨ y ∈ C) ≡ (x ∈ A ∧ y ∈ B) ∨ (x ∈ A ∧ y ∈ C) ≡

(x, y) ∈ A×B ∨ (x, y) ∈ A× C ≡ (x, y) ∈ A×B ∪A× C

است. مستقیم و فوق مشابه گزینه ها بقیه ی اثبات

داده X×Yنمایش ×Z نماد با Zرا در Y Xدر مجموعه سه دکارت ضرب حاصل م توان حال

f(١) ∈ X, f(٢) ∈ Y که X ∪Y ∪Z اجتماع به {١, ٢, ٣} از f مانند توابع تمام صورت به و

لذا کنیم تعریف f(٣) ∈ Z و

X × Y × Z = {(x, y, z)|x ∈ X ∧ y ∈ Y ∧ z ∈ Z}

مجموعه ی از را تابع ، xi ∈ Xi که (x١, x٢, ..., xn) مانند مرتب n−تایی های به آن تعمیم برای و

م کنیم. تعریف f(i) = xi ∈ Xi که ∪ni=١Xi به {١, ٢, ٣, ..., n}
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نماد با که را X١ × X٢ × ... × Xn مستقیم ضرب یا دکارت ضرب حاصل .۴ . ۴ . ٢ تعریف

م کنیم. تعریف زیر صورت به م دهیم نمایش نیز
∏n

i=١Xi

∏n
i=١Xi = X١ ×X٢ × ...×Xn = {(x١, x٢, ..., xn)|xi ∈ Xii = ١, ٢, ..., n}

تعریف و م دهیم نمایش Xn با را X١ × X٢ × ... × Xn حاصل ضرب آنگاه ، Xi = X اگر

م کنیم.

Xn = {(x١, x٢, ..., xn)|xi ∈ X, i = ١, ٢, ..., n}

دارید. آشنایی تحلیل هندسه ی در R٣ فضای و R٢ صفحه ی با قبل تحصیل دوره ی در شما

تصاعدهای دنباله ها از بارها تخصص صورت به متوسطه دوران و ساده صورت به ابتدایی دوران از

فرض که، شوید آشنا دنباله ها از تری دقیق و علم تعریف با حال اید. کرده استفاده هندس و حسابی

n ∈ N هر ازای به xn ∈ Xn و غیرته مجموعه های از خانواده ای {Xn}n∈N کنید

هر ازای به که است ∪∞n=١Xn به N از f مانند تابع ی (x١, x٢, ..., ) دنباله ی .۵ . ۴ . ٢ تعریف

حال م نامند. دنباله ‐ام n جمله ی را f(n) = xn ، n هر ازای به .f(n) = xn ∈ Xn, n ∈ N

X مجموعه ی از دنباله ی f = (x١, x٢, ...) دنباله ای صورت این در n هر ازای به Xn = X اگر

م شود. نامیده

دنباله های تمام مجموعه ی X١ ×X٢ × ... =
∏∞

n=١Xn دکارت حاصل ضرب .۶ . ۴ . ٢ تعریف

.n ∈ N هر ازای به xn ∈ Xn که م باشد (x١, x٢, x٣, ...) مانند

این در Xn = X اگر م باشد. ∪∞n=١ به N از توابع تمام مجموعه ی
∏

n∈NXn دقیق صورت به
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کتابها از بعض در . « ا ام توان به X » م خواهیم و م دهیم نمایش Xω به را
∏∞

n=١Xn صورت

م شود. استفاده نیز XN از

شمارا یا متناه مجموعه ی ی از دکارت حاصل ضرب یا مستقیم حاصل ضرب کامل تعمیم برای

م کنیم. عمل فوق همانند نیز دلخواه، اندیس مجموعه ی به

صورت این در باشد. غیرته مجموعه های از خانواده ای {Xi}i∈I کنید فرض .٧ . ۴ . ٢ تعریف

م کنیم. تعریف ∪i∈IXi به I از توابع تمام مجموعه ی صورت به را
∏

i∈I Xi دکارت حاصل ضرب

(x١, x٢, x٣, صورت(... به را دنباله ی و (x١, x٢, ..., xn)صورت به را n‐تایی ی که همانطور

و م نویسیم (xi)i∈I نماد با مرتب ‐تایی I ی صورت به را
∏

i∈I Xi از عضو ی م نویسیم

f(i) = ، i ∈ I هر ازای به که است ∪i∈IXi به I از f مانند تابع ی (xi)i∈I هر که م دانیم

.xi ∈ Xi

م کنیم: تعریف و م دهیم نمایش XI نماد با را
∏

i∈I Xi آنگاه ، Xi = X اگر

XI = {f |f : I −→ X}

به توابع، ترکیب و تابع موضوع از بعد را ضرب ساده طور به یا و حاصل ضرب مفهوم این البته

م کنیم. تعریف رسته ای دیدگاه با و تر دقیق صورت

ارائه آن از فهم قابل و ساده توصیف اینجا ما و دارد دقیق تری تعریف به نیاز که ری دی عمل

جاهای در آن استفاده ی تناسب به است. ضرب دوگان تعبیری به که هم ضرب موضوع همان م دهیم

جمع کپی ها، مجزای اجتماع مجزا، اجتماع همچون هم ضرب مفهوم برای مختلف کلمات مختلف

کرد. خواهیم تشریح توابع بحث در را دوگان مفهوم م شود. برده ار ب ... و مستقیم



اوری
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هم ضرب٨١ و ضرب .۴ . ٢

Y مجموعه ی دو و X × {١} و X مجموعه ی دو بین ی به ی تناظر ی م دانیم همچنانکه

آنگاه باشند متناه مجموعه ی دو Y و X اگر که دید م توان وضوح به است. ته Y × {٢} و

دارد. عضو Y Xو مجموعه ی دو تعداد Y∪{١}×Xبه ×{٢} هم از جدا مجموعه ی دو اجتماع

لذا شد. خواهد ثابت توابع موضوع در بعدا که است اثبات قابل هم کل حالت در موضوع این البته

خواهد Y و X کپی های مجزای اجتماع و م باشد Y از کپی Y × {٢} و X از کپی X × {١}

: حال بود.

(X ⊕ Y,X
∪◦ Y ) یا X

⨿
Y صورت به را Y و X مجموعه ی دو هم ضرب .٨ . ۴ . ٢ تعریف

.X
⨿
Y = X × {١} ∪ Y × {٢} م کنیم: تعریف و داده نمایش

Y و X اجتماع همان آنها هم ضرب باشند هم از جدا مجموعه ی دو Y و X اگر .١ . ۴ . ٢ تذکر

و اصل اعداد جمع و اصل اعداد و ترامتناه مجموعه های مباحث در هم ضرب موضوع بود. خواهد

تعمیم و بیان مستلزم موضوع همین و داشت خواهد کاربرد بسیار انتخاب اصل معادل موضوع اصول

است. شده هم ضرب مفهوم

این صورت در باشند. غیرته مجموعه ی n ، X١, X٢, X٣, ..., Xn کنید فرض .٩ . ۴ . ٢ تعریف

تعریف زیر صورت به و داده نمایش X١
⨿
X٢

⨿
...

⨿
Xn =

⨿n
i=١Xn با را آنها n⨿هم ضرب

i=١Xi = ∪ni=١Xi×{i} = X{١}×١∪X{٢}×٢∪...∪Xn×{n} م کنیم.

این صورت در باشند. غیرته مجموعه های از خانواده ای {Xn}n∈N اگر کل تر صورت به و

مجموعه های از خانواده ای {Xi}i∈I اگر کامل تعمیم حالت در و
⨿∞

n=١ = ∪∞n=١Xn × {n}⨿
i∈I Xi = ∪i∈IXi × {i}صورت این در باشند غیرته
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مجموعه ها .٢ ٨٢فصل

آنگاه ، Xi = X اگر و
⨿∞

n=١Xn = X × N صورت این در Xn = X اگر .۴ . ۴ . ٢ قضیه

.
⨿

i∈I Xi = X × I

م شود. واگذار خواننده به اثبات برهان.

دوتایی عمل ۵ . ٢

B و A دومجموعه ی برای وجودی و عموم سورهای از ترکیبی صورت به را تابع قبل فصل در

داشتیم. دومجموعه دکارت حاصلضرب از گسترده ای توضیحات نیز فصل این در کردیم. تعریف

دهیم. توسیع را آن و کنیم تعریف را مجموعه ی روی دوتایی عمل ی م خواهیم حال

هرگاه Xم نامیم. مجموعه ی روی دوتایی عمل ی Xرا X×Xبه از f تابع هر .١ . ۵ . ٢ تعریف

است. بسته f عمل به نسبت X گوییم باشد، دوتایی عمل ی f

م کنیم. استفاده مختلف علائم از دوتایی عمل تناسب به

علائم از معمولا باشد نامشخص اگر اما م بریم، ار ب را علامت همان باشد، مشخص عمل اگر

م کنیم. استفاده • یا ◦ ، ∗ همچون

، طبیع عدد دو هر مجموع که زیرا است. دوتایی عمل ی N روی جمع عمل .١ .١ . ۵ . ٢ مثال

+ : N× N −→ N است. طبیع عدد ی

(m,n) 7−→ m+ n

است. دوتایی عمل ی نیز R ، Q ، Z روی جمع عمل .٢

· : R× R −→ R است. دوتایی عمل ی R و Q ، Z ، N روی نیز ضرب عمل .٣

(x, y) 7−→ x.y
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دوتایی٨٣ عمل .۵ . ٢

عمل اما نیست. N در ٢ − ۵ = −٣ که زیرا نیست دوتایی عمل ی N روی تفاضل عمل .۴

است. دوتایی عمل ی R و Q ، Z روی تفاضل

به هستند. دوتایی عمل P (X) روی ∩,∪, \,△,△ اعمال آنگاه باشد، مجموعه ی X اگر .۵

است. بسته متقارن تفاضل و تفاضل اجتماع، اشتراک، اعمال روی P (X) عبارت

∩ : P (X)× P (X) −→ P (X)

(A,B) 7−→ A ∩B

∪ : P (X)× P (X) −→ P (X)

(A,B) 7−→ A ∪B

\ : P (X)× P (X) −→ P (X)

(A,B) 7−→ A \B

△ : P (X)× P (X) −→ P (X)

(A,B) 7−→ A△B

R \ {٠} و Q \ {٠} روی تقسیم عمل اما نیست دوتایی عمل ی R و Q روی تقسیم عمل .۶

است. دوتایی عمل ی

است شرکتپذیر ∗ عمل به نسبت X گوییم باشد. X روی دوتایی عمل ی ∗ هرگاه .٢ . ۵ . ٢ تعریف

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z ، x, y, z ∈ X عضو سه هر ازای به گاه هر

هستند. شرکتپذیر ضرب و جمع عمل دو به نسبت N و Z ، Q ، R مجموعه های .٢ . ۵ . ٢ مثال

∀x, y, z ١)x+ (y + z) = (x+ y) + z, ٢)x.(y.z) = (x.y).z

نیستند. شرکتپذیر تفاضل عمل به نسبت اما
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مجموعه ها .٢ ٨۴فصل

نیستند. شرکتپذیر تقسیم عمل به نسبت R \ {٠} و Q \ {٠} ٢.مجموعه های

است. شرکتپذیر متقارن تفاضل و اشتراک اجتماع، عمل به نسبت P (X) .٣

ی ∗ عمل به نسبت X گوییم باشد، شرکتپذیر و بسته ∗ عمل به نسبت X هرگاه .٣ . ۵ . ٢ تعریف

است. نیم گروه ی (X, ∗) م نویسیم و است. نیم گروه

هستند. نیم گروه ضرب و جمع به نسبت N و Z ، Q ، R مجموعه های .٣ . ۵ . ٢ مثال

است. △نیم گروه و ∪ و ∩ اعمال به نسبت P (X) .۴ . ۵ . ٢ مثال

ازای به که باشد موجود چنان e ∈ X اگر باشد، نیم گروه ی (X, ∗) کنید فرض .۴ . ۵ . ٢ تعریف

است. ∗ عمل خنث عضو l گوییم .x ∗ e = e ∗ x = x ، x ∈ X هر

م نامیم. ون) تیل (یا مونوئید ی را (X, ∗) باشد، خنث عضو دارای (X, ∗) نیم گروه اگر

(R,+) (Q,+), ،(Z,+) لذا است Z و Q ، R در جمع عمل خنث عضو صفر .١ .۵ . ۵ . ٢ مثال

نیست. مونوئید ی (N,+) اما هستند. مونوئید

است. N و Z ، Q ، R در ضرب عمل خنث عضو ی .٢

که زیرا است اشتراک عمل خنث عضو X .٣

است. مونوئید ی (P (X),∩) پس ∀A ⊆ X A ∩X = A = X ∩A

که زیرا است اجتماع عمل خنث عضو ϕ

است. مونوئید ی (P (X),∩) پس ∀A ⊆ X A ∪ ϕ = ϕ ∪A = A

که زیرا است. متقارن تفاضل عمل خنث عضو ϕ

است. مونوئید ی (P (X),△) پس ∀ ⊆ A△ ϕ = ϕ△A = (A \ ϕ) ∪ (ϕ \A)
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دوتایی٨۵ عمل .۵ . ٢

تاست. ی وجود صورت در (X, ∗) خنث عضو .١ . ۵ . ٢ قضیه

م شود. واگذار خواننده به اثبات برهان.

هر است گروه ی (X, ∗) گوییم باشد. e عضو با مونوئید ی (X, ∗) کنید فرض .۵ . ۵ . ٢ تعریف

گاه

∀x ∈ X ∃y ∈ X s.t x ∗ y = y ∗ x = e

م نامیم. x وارون) (یا قرینه عضو را y ،

هستند. گروه (Z,+), (Q,+), (R,+) .۶ . ۵ . ٢ مثال

هستند. گروه (R \ {٠},×) و (Q \ {٠},×) .٧ . ۵ . ٢ مثال

یل تش اشتراک و اجتماع اعمال به نسبت P (X) اما است. گروه ی (P (X),△) .٨ . ۵ . ٢ مثال

نم دهد. گروه

A△A = (A \A) ∪ (A \A) = ϕ که زیرا است A خود ، A ∈ P (X) هر قرینه ی عضو

عمل به نسبت X گوییم باشد. X مجموعه ی روی دوتایی عمل ی ∗ کنید فرض .۶ . ۵ . ٢ تعریف

x ∗ y = y ∗ x ، x, y ∈ X عضو دو هر ازای به هرگاه است جابجایی خاصیت دارای ∗

هستند. جابجایی خاصیت دارای ضرب و جمع عمل دو به نسبت N و Z ، Q ، R .٩ . ۵ . ٢ مثال

است. جابجایی گروه ی (P (X),△) .١٠ . ۵ . ٢ مثال

خصوصیات و باشد شده Xتعریف مجموعه ی روی • و دوتایی∗ عمل دو کنید فرض .٧ . ۵ . ٢ تعریف

باشد. برقرار زیر
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مجموعه ها .٢ ٨۶فصل

باشد. جابجایی گروه ی (X, ∗) : الف

باشد. نیم گروه ی (X, •) : ب

: یعن باشد. پخش خاصیت دارای ∗ عمل به نسبت • عمل ج:

∀x, y, z ∈ X ١)x • (y ∗ z) = (x • y) ∗ (x • z), ٢)(y ∗ z) • x = (y • x) ∗ (z • x)

حلقه ی ی را (X, ∗, •) حلقه ی م دهیم. نمایش (X, ∗, •) نماد با و است حلقه ی X گوییم

باشد. خنث عضو دارای • عمل به نسبت X گاه هر گوییم دار ی

حلقه اعداد ضرب و جمع عمل به نسبت ، (Z,+,×), (Q,+,×), (R,+,×) .١١ . ۵ . ٢ مثال

∀x, y, z ∈ R x× (y + z) = x× y + x× z م دهند. یل تش دار ی و جابجایی

ی (P (X),△,∩) صورت این در باشد. غیرته مجموعه ی ی X کنید فرض .١٢ . ۵ . ٢ مثال

که: کنید ثابت عضوگیری با م دهد. یل تش دار ی و جابجایی حلقه ی

∀A,B,C ∈ P (X) A ∩ (B △ C) = (A ∩B)△ (A ∩ C)

تمرین

کنید. مشخص را شده نمادگذاری مجموعه های .١

ب : {x ∈ Z | x٢ + ۵x− ۶ ⩽ ٠} الف : {x ∈ R | [x] = ٠}

د : {x ∈ Q | x٣ − x = ٠} ج : {x ∈ R | |x| ⩽ ٢}

کنید. نمادگذاری را زیر مجموعه های .٢

ب : {١
٢
,
٢
٣
,
٣
۴
, · · · } الف : {١, ١

٢
,
١
٣
,
١
۴
, · · · }

د : {١, ٣, ۶, ١٠, ١۵, · · · } ج : {١, ٢, ۴, ٨, · · · }
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دوتایی٨٧ عمل .۵ . ٢

کنید. ثابت را ٢ . ٢ . ١ قضیه .٣

.(A ∪B)C = AC ∩BC کنید: ثابت .۴

.A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C) کنید: ثابت .۵

شرکت پذیری، جابجایی، خاصیت دارای △ عمل ثابت، عبارت به کنید. ثابت را ۶ . ٢ . ٢ قضیه .۶

است. متقارن تفاضل به نسبت اشتراک توزیع پذیری و خنث عضو

و درست برای است. درست زیر حالات از ی کدام باشد. مجموعه دو B و A کنید فرض .٧

بیاورید. دلیل خود نادرست

P (A ∩B) = P (A) ∩ P (B) الف:

P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) ب:

نیست. درست شرایط هیچ در P (A \B) = P (A) \ P (B) کنید ثابت ج:

و P (A : B) = {X ∈ P (A) | B ⊆ X} و باشد A زیرمجموعه ی ی B کنید فرض .٨

.P (A|B) = {X ∈ P (A) | B ⫋ X}

است. درست زیر گزاره های از ی کدام صورت این در

P (A : B) = P (A) \ P (B) الف:

P (A | B) = P (A) \ P (B) ب:

تعداد آنگاه باشد، A از عنصری m زیرمجموعه ی ی B و عنصری n مجموعه ی ی A اگر .٩

است؟ چقدر P (A | B) و P (A : B) اعضای

.P (A) ⊆ P (B) اگر تنها و اگر A ⊆ B کنید ثابت .١٠

.A ∪B = A ∩B اگر تنها و اگر A = B کنید ثابت .١١
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کنید: ثابت .B ⊆ D و A ⊆ C کنید فرض .١٢

A ∩B ⊆ C ∩D الف:

A ∪B ⊆ C ∪D ب:

نیست. درست تفاضل برای ١٢ سوال که کنید ثابت نقض، مثال ی با .١٣

دهید. تعمیم را توزیع پذیری قوانین ریاض استقرای از استفاده با .١۴

صورت این در باشند. مجموعه Bn, · · · , B٢, B١ و A کنید فرض

A ∩ (B١ ∪B٢ ∪ · · · ∪Bn) = (A ∩B١) ∪ · · · ∪ (A ∩Bn) الف:

A ∪ (B١ ∩B٢ ∩ · · · ∩Bn) = (A ∪B١) ∩ · · · ∩ (A ∪Bn) ب:

دهید. تعمیم را دمورگان قوانین ریاض استقرای از ستفاده با .١۵

صورت: این در باشند. U مرجع مجموعه ی زیرمجموعه ی n ،An, · · · , A٢, A١ کنید فرض

(A١ ∩A٢ ∩ · · · ∩An)
C = AC

١ ∪AC
٢ ∪ · · · ∪AC

n الف:

(A١ ∪A٢ ∪ · · · ∪An)
C = AC

١ ∩AC
٢ ∩ · · · ∩AC

n ب:

کنید: ثابت باشند. مجموعه سه B و A٢, A١ کنید فرض .١۶

(A١ ∪A٢) \B = (A١ \B) ∪ (A٢ \B) الف:

(A١ ∩A٢) \B = (A١ \B) ∩ (A٢ \B) ب:

دهید. تعمیم را ١۶ سوال ریاض استقرای با .١٧

کنید. ثابت را ٢ . ٣ . ٢ قضیه .١٨

به را زیر مجموعه های Cn = (−١
n
,
١
n
) و Bn =

[
−١
n
,
١
n

]
،An = (٠,

١
n
) کنید فرض .١٩

آورید. دست
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دوتایی٨٩ عمل .۵ . ٢

∩
n∈NAn ب:

∪
n∈NAn ∪الف:

n∈NCn د:
∪

n∈NBn ∪ج:
n∈N (Bn \An) ه:

∪
n∈N (Bn \ Cn) و:

از اجتماع صورت به بتوان را A هرگاه م نامیم باز مجموعه ی ی را R از A زیرمجموعه ی .٢٠

کنید: ثابت حال .
(
A =

∪
i∈I (ai, bi)

)
بنویسیم باز بازه های

است. باز مجموعه ی ی باز، مجموعه های از خانواده هر اجتماع الف:

مجموعه های از خانواده هر اشتراک که نیست چنین اما است، باز باز، مجموعه ی دو هر اشتراک ب:

باشد. باز باز،

ثابت باشد. باز R در آن متمم هرگاه م نامیم بسته مجموعه ی ی را R از B زیرمجموعه ی .٢١

کنید:

است. بسته بسته، مجموعه های از خانواده هر اشتراک الف:

مجموعه های از خانواده هر اجتماع که نیست چنین اما است، بسته بسته، مجموعه  ی دو هر اجتماع ب:

باشد. بسته بسته،

کنید: ثابت .٢٢

بسته. نه هستند باز نه گنگ اعداد و گویا اعداد الف:

هستند. بسته هم هستند باز هم ته و R ب:

نیستند. باز اما هستند بسته صحیح اعداد و طبیع اعداد ج:

A با و م نامیم A بستار را A شامل بسته ی مجموعه های تمام اشتراک A ⊆ R کنید فرض .٢٣

◦Aنمایش با و Aم نامیم درون Aرا در مشمول باز زیرمجموعه های تمام اجتماع و م دهیم. نمایش
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آورید. دست به را گنگ اعداد و گویا اعداد درون و بستار م دهیم.

: یعن کنید. ثابت ضرب به نسبت را متقارن تفاضل و تفاضل و اشتراک توزیع پذیری خاصیت .٢۴

(A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C) الف:

(A \B)× C = (A× C) \ (B × C) ب:

(A△B)× C = (A× C)△ (B × C) ج:

کنید: ثابت باشند. مجموعه B و مجموعه ها از اندیس دار خانواده ای {Ai}i∈I کنید فرض .٢۵(∪
i∈I Ai

)
×B =

∪
i∈I (Ai ×B) ∩)الف:

i∈I Ai

)
×B =

∩
i∈I (Ai ×B) ب:

کنید: ثابت باشند. مجموعه ها از اندیس دار خانواده ی دو {Bj}j∈J و {Ai}i∈I کنید فرض .٢۶(∪
i∈I Ai

)
×

(∪
j∈J Bj

)
=

∪
(i,j)∈I×J Ai ×Bj ∩)الف:

i∈I Ai

)
×

(∩
j∈J Bj

)
=

∩
(i,j)∈I×J Ai ×Bj ب:

کنید. بررس را زیر تساوی نادرست یا و درست باشند. مجموعه  دو B و A کنید فرض .٢٧

P (A×B) = P (A)× P (B)

است. دار ی و جابجایی حلقه ی ی (P (X),△,∩) کنید ثابت .٢٨
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ترتیب و رابطه

مقدمه

حیوان، و انسان بین در کشورها، شهرها، حیوانات، انسانها، مواد، بین در روابط شاهد روز هر

هم کاری، رابطه ی برداری، فرزندی، پدر رابطه ی مثال عنوان به هستیم. ر دی روابط و محیط و انسان

بین رابطه های از نمونه هایی اه دانش هم و هم کلاس رابطه ی معلم، و شاگرد رابطه ی زناشویی،

مجموعه ی ی اعضای از تعدادی به را مجموعه ی اعضای از تعدادی رابطه مفهوم در انسانهاست.

دارد. را متداول مفهوم همان نیز ریاض در رابطه مفهوم م دهیم. نسبت مجموعه همان یا ر دی

به بخش این در دربرم گیرد. را ریاض شاخه های از بسیاری مهم مفاهیم رابطه، از خاص حالت های

م پردازیم. آن از خاص حالت های از بعض بررس و کل حالت در رابطه مفهوم

رابطه ٣ . ١

م کنیم. استفاده رابطه ی برای Relation اول حرف R حرف از معمولا

هر است B به A از رابطه ی R باشند. دلخواه مجموعه ی دو B و A کنیم فرض .٣ . ١ . ١ تعریف

.R ⊆ A×B گاه

٩١
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گاه هر م نامیم. B به A از رابطه ی را P (A× B) توان مجموعه ی از عضو هر خلاصه طور به

٢mn ، P (A×B) و m×nعضو ،A×B که م دانیم باشد داشته عضو n ،B و mعضو ،A

کرد. تعریف م توان B به A از رابطه ٢mn لذا دارد. عضو

، (x, y) ∈ R اگر است. A روی رابطه ی R گوییم آنگاه R ⊆ A × A گاه هر .٣ . ١ . ١ تذکر

و (x, y) /∈ R اگر و xRy نویسیم م معمولا . هستند. رابطه در R وسیله ی به y با x گوییم آنگاه

.x ̸ Ry م نویسیم

: م دهیم نمایش Ix با معمولا را X روی تساوی رابطه ی .١ .٣ . ١ . ١ مثال

Ix = {(x, y) ∈ X ×X | x = y}

م دهند. نمایش x△نیز صورت به و م نامند نیز قطری یا همان رابطه ی را تساوی رابطه ی

:R روی مساوی یا تر کوچ رابطه ی .٢

R١ = {(x, y) ∈ R× R | x ⩽ y}

صحیح: اعداد روی مجذور رابطه ی .٣

R٢ = {(x, y) ∈ Z× Z | x = y٢}

مثلثها: تشابه رابطه ی .۴

آنها: مساحت و مثلثها رابطه ی .۵

آنگاه: دهیم، نمایش Sx با را x مثلث هر مساحت و باشند مثلثها تمام مجموعه ی X اگر

R٣ = {(x, y) ∈ X × R | Sx = y}



اوری
د تحت

رابطه٩٣ .٣ . ١

واحد: شعاع و مبدا مرکز به دایره ی نقاط مجموعه ی .۶

R۴ = {(x, y) ∈ R× R | x٢ + y٢ = ١}

صحیح: اعداد روی ( کردن عاد یا ) شمردن رابطه ی .٧

R۵ = {(m,n) ∈ Z× Z | m | n}

م شمرد. را n عدد ، m یا و م کند. عاد را n ، m گوییم باشد، n علیه، مقسوم ی m گاه هر

م دانید همچنانکه م دهند. نمایش R = ▽x نماد با معمولا را R = X × X رابطه ی

قبل فصل در دارد. وجود ϕ به X از و X به ϕ از رابطه ی تنها پس . ϕ ×X = X × ϕ = ϕ

لذا .A× B = B × A اگر تنها و اگر برابرند هم با B و A غیرته مجموعه ی دو که گرفتیم یاد

از R رابطه ی هر با متناسب اما نیست. A به B از رابطه ی ، B به A از رابطه ی کل حالت در

م آید. بدست A به B از رابطه ی م توان B به A

این در باشد. Y به X از رابطه ی R و دلخواه مجموعه ی دو B و A کنید فرض .٣ . ١ . ٢ تعریف

عبارت به . xRy گاه هر yR−١x و است X به Y از رابطه ی (R رابطه ی (وارون R−١ صورت،

R−١ = {(y, x) ∈ Y ×X | (x, y) ∈ R}

م نامند. R معکوس را R−١

R = {(١, a), (٢, b), (٣, a)} و Y = {a, b} و X = {١, ٢, ٣} کنید فرض : ١ .٣ . ١ . ٢ مثال

R−١ = {(a, ١), (a, ٣), (b, صورت{(٢ این در

است. مساوی بزرگتر رابطه ی مساوی، کمتر رابطه ی وارون .٢
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R−١
١ = {(y, x) ∈ R× R | x ⩽ y}

که معن بدین است. مضرب رابطه ی کردن، عاد رابطه ی وارون .٣

R−١
۵ = {(m,n) ∈ Z× Z است| m از مضربی n }

رابطه ی R−١ آنگاه باشد، شوهر رابطه ی R و باشند زنان مجموعه ی Y و مردان مجموعه  X اگر .۴

زن y یعن است yR−١x آنگاه باشد، y شوهر x اگر یعن xRy اگر مثال عنوان به بود. خواهد زن

است. x

خط رابطه ی وارون .۵

R = {(x, y) ∈ R× R | y = ٣x+ ٢}

صورت به

R−١ = {(x, y) ∈ R× R | y =
x− ٢
٣
}

در باشد. B به A از رابطه ی R و دلخواه مجموعه ی دو B و A کنید فرض .٣ . ١ . ٣ تعریف

Dom(R) نماد با و م نامیم R دامنه ی را R مرتب های زوج اول مولفه های مجموعه ی صورت این

مرتب های زوج دوم مولفه های مجموعه ی و کلمه یDomainاست. Domمخفف م دهیم. نمایش

مخفف Im م دهیم. نمایش Im(R) نماد با و م نامیم ( R برد یا R نگاره ی (یا R تصویر را R

ر دی عبارت به است. Image کلمه

Dom(R) = {x ∈ A | (x, y) ∈ R, ∃y ∈ B}

Im(R) = {y ∈ B | (x, y) ∈ R, ∃x ∈ A}



اوری
د تحت

رابطه٩۵ .٣ . ١

رابطه ی تصویر و دامنه .١ .٣ . ١ . ٣ مثال

R = {(x, y) ∈ R× R | ۴x٢ + ٩y٢ = ٣۶}

: است زیر صورت به

Dom(R) = ⌈−٣, ٣⌉, Im(R) = ⌈−٢, ٢⌉

این در باشد. کردن عاد رابطه ی R و Y = {٣, ۴, ۶, ٧, ٨} و X = {٢, ٣, ۴, ۵} کنید فرض .٢

صورت

R = {(٢, ۴), (٢, ۶), (٢, ٨), (٣, ٣), (٣, ۶), (۴, ۴), (۴, ٨)}

Dom(R) = {٢, ٣, ۴}, Im(R) = {٣, ۴, ۶, ٨}

آنگاه باشد، Y به X از رابطه ای R اگر .٣ . ١ . ١ قضیه

Im(R−١) = Dom(R), Dom(R−١) = Im(R)

S ⊆ A×B و R ⊆ X × Y رابطه ی دو برای اگرچه

برای اما برد، ار ب تساوی حت و متقارن تفاضل و تفاضل اشتراک، اجتماع، جبری اعمال م توان

ار ب را آن روی جبری اعمال و م کنیم مقایسه هم با موقع را S و R رابطه ی دو معمولا کار سادگ

باشند. دکارت حاصل ضرب ی مجموعه ی زیر دو هر که م بریم

و B = Y ،A = X هرگاه: برابرند هم با Y به X از S و B به A از R رابطه ی دو .٣ . ١ . ٢ تذکر

.R = S

صورت این در باشند. B به A از رابطه دو S و R کنید فرض .٣ . ١ . ٢ قضیه
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(R ∩ S)−١ = R−١ ∩ S−١, (R ∪ S)−١ = R−١ ∪ S−١

بخواهیم اگر حال آمد. میان به مباحث اول اعداد از اول، فصل مباحث و قبل دوره های در

مربع مجموعه ی صورت به بیابیم، دارند، علیه مقسوم سه دقیقا که را طبیع اعداد تمام مجموعه ی

{p٢ است| اول عدد {pی بود. خواهد اول اعداد

رابطه ی زیرمجموعه ی S یریم، ب نظر در را S = {(p, p٢) است| اول عدد ی p} رابطه ی اگر حال

اول اعداد مجموعه ی به را R دامنه ی ه طوری به م باشد، R = {(x, y) ∈ N × N | y = x٢}

م نامند. R تحدید را عمل چنین کرده ایم. محدود

تحدید باشد. Y Xبه از رابطه Rی Aو ⊆ X و مجموعه دو Y Xو کنید فرض .۴ . ٣ . ١ تعریف

R |A= {(x, y) ∈ R | x ∈ A م کنیم تعریف و داده نمایش R |A با را A به R

صورت این Aدر = ⌈٠,+∞) Rو = {(x, y) ∈ R×R | x = y٢} کنید فرض .۴ . ٣ . ١ مثال

R |A= {(x, y) ∈ R× R | y =
√
x}

: صورت این در باشد. A ⊆ X,B ⊆ X و Y به X از رابطه ای R کنید فرض .٣ . ١ . ٣ قضیه

١.Dom(R |A) = Dom(R) ∩A

٢.R |A∩B= R |A ∩R |B

٣.R |A∪B= R |A ∪R |B

رابطه ی تصویر صورت این در باشد. A ⊆ X و Y به X از رابطه ای R کنید فرض .۵ . ٣ . ١ تعریف

: که کرد ثابت م توان سادگ به م دهیم. نمایش R(A) با را R |A تحدید

Im(R |A) = {y ∈ Y |∃x ∈ A, (x, y) ∈ R}
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رابطه ها ترکیب ٣ . ٢

نظر در مجموعه آن اعضای را استان هر شهرهای و مجموعه سه عنوان به را Z و Y ، X استان سه

رابطه ی Zرا به Y شهرهای مستقیم راه های و S رابطه ی را Y Xبه شهرهای مستقیم راه های یرید. ب

رابطه ای کنید. مرتبط Z استان به را X استان شهرهای م توان راه ها این اتصال با حال بنامید. R

شهر به x ∈ X شهر از است بدیه آورده اید. بدست S و R رابطه ی دو ترکیب با را Z به X از

و y به x از که شود یافت چنان y ∈ Y مانند شهر ی که دارد وجود راه صورت در تنها z ∈ Z

باشد. موجود راه z به y از

صورت این در باشد. Z به Y از رابطه ای R و Y به X از رابطه ای S کنید فرض .٣ . ٢ . ١ تعریف

رابطه ای اس)، او م خوانیم(آر و م دهیم نمایش R ◦ S نماد با که را R و S رابطه ای دو ترکیب

ه طوری به Z به X از است

R ◦ S = {(x, z) ∈ X × Z | ∃y ∈ Y, (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ R}

مجموعه سه ، Z = {α, β, γ} و Y = {a, b} و X = {١, ٢, ٣} کنید فرض .٣ . ٢ . ١ مثال

صورت این در باشند. رابطه دو S = {(١, a), (٣, b)} ، R = {(a, α), (b, β), (b, γ)} و

R ◦ S = {(١, α), (٣, β), (٣, γ)}

: صورت این در A ⊆ X ، R ⊆ Y × Z و S ⊆ X × Y کنید فرض .٣ . ٢ . ١ قضیه

: الف

(R ◦ S)−١ = S−١ ◦R−١
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: ب

Dom(R ◦ S) = S−١(Dom(R))

: ج

Im(R ◦ S) = R(Im(S))

: د

R ◦ S(A) = R(S(A))

قضیه عضوگیری با .(R ◦ S)−١ ⊆ Z ×X پس R ◦ S ⊆ X × Z تعریف بنابه : الف برهان.

م کنیم: ثابت را

(z, x) ∈ (R ◦ S)−١ ⇐⇒ (x, z) ∈ R ◦ S

⇐⇒ ∃y ∈ Y s.t. (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ R

⇐⇒ ∃y ∈ Y s.t. (y, x) ∈ S−١, (z, y) ∈ R−١ ⇐⇒ (z, x) ∈ S−١ ◦R−١

م شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به د و ج و ب قسمت اثبات

R و Y به X از رابطه ای S کنید فرض کنید. استفاده فلش ها، از ترکیب ها، درک آسان برای

را آنها ترکیب حال بنویسید. Y −→R Z و X −→S Y صورت به را آنها باشد، Z به Y از رابطه ای

بنویسید. ابتدا به انتها از X −→S Y −→R Z صورت به

: یعن است. خنث عضو دارای رابطه ها ترکیب
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: صورت این در باشد. Y به X از رابطه ای R کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ قضیه

: الف

IY ◦R = R

: ب

R ◦ IX = R

م شود. واگذار خواننده به اثبات برهان.

: یعن است پذیری شرکت خاصیت دارای رابطه ها ترکیب

W به Z از رابطه ای R و Z به Y از رابطه ای S ، Y به X از رابطه ای T کنید فرض .٣ . ٢ . ٣ قضیه

: صورت این در باشد.

R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T

روی روابط S و R اگر حت نیست، جابجایی خاصیت دارای رابطه ها ترکیب .٣ . ٢ . ١ تذکر

نباشند. برابر هم با دارد ان ام S ◦R و R ◦ S باشند، X مجموعه ی

کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ مثال

R = {(x, y) ∈ R٢ | y = x٢ + ١}

S = {(x, y) ∈ R٢ | y = ٢x+ ٣}

صورت این در
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R ◦ S = {(x, y) | y = (٢x+ ٢(٣ + ١}

S ◦R = {(x, y) | y = ٢(x٢ + ١) + ٣}

نیستند. برابر هم با وضوح به که

R ⊆ R ◦R−١ ◦R صورت این در باشد. Y به X از رابطه ی R کنید فرض .۴ . ٣ . ٢ قضیه

م شود. ثابت سادگ به عضوگیری با برهان.

.R ◦R = R گاه هر گوییم خودتوان Rرا Xباشد. روی رابطه Rی کنید فرض .٣ . ٢ . ٢ تعریف

ترتیبی رابطه ی ٣ . ٣

به چه و جزئ صورت به چه ترتیب وجود باعث رابطه ، ی در خصوصیات و ویژگ ها از بعض

و توپولوژی آنالیز، همچون شاخه ها، از بسیاری در که شود هم ارزی هایی وجود باعث و کل صورت

باشند. داشته بسیاری کاربرد جبر

: صورت این در باشند. X روی رابطه ی R کنید فرض .٣ . ٣ . ١ تعریف

گاه هر است انعکاس خاصیت دارای R گوییم : الف

∀x ∈ X xRxیا (x, x) ∈ R

است. بازتابی یا انعکاس رابطه ی ی R م گوییم همچنین

: گاه هر است انتقال یا ترایابی یا تعدی خاصیت دارای R گوییم : ب

∀x, y, z ∈ X xRy ∧ yRz =⇒ xRz
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است. تعدی رابطه ی ی R م گوییم همچنین

و است ترتیبی پیش رابطه ی ی R گوییم آنگاه باشد، تعدی و بازتابی خاصیت دو دارای R هرگاه

است. مرتب پیش مجموعه ی ی R با X گوییم

هرگاه است تقارن خاصیت دارای R گوییم : ج

∀x, y ∈ X xRy =⇒ yRx

است. متقارن رابطه ی ی R م گوییم همچنین

X گوییم و است هم ارزی رابطه ی ی R گوییم باشد متقارن و ترتیبی پیش رابطه ی ی R هرگاه

قرار بررس مورد آخر بخش  در گسترده صورت به را هم  ارزی موضوع . است هم ارز مجموعه ی ی

داد. خواهیم

هرگاه است پادتقارن خاصیت دارای R گوییم : د

∀x, y ∈ X xRy =⇒ y ̸ Rx

ر دی عبارت به باشند، مساوی هم با آنکه ر م

∀x, y ∈ X xRy ∧ yRx =⇒ x = y

است. پادمتقارن رابطه ی ی R گوییم همچنین

و است جزئ ترتیبی رابطه ی ی R گوییم باشد، متقارن پاد و ترتیبی پیش رابطه ی ی R گاه هر

ی (X,R) م نویسیم معمولا است. جزئ مرتب مجموعه ی ی R رابطه ی با X گوییم همچنین

علامت از باشد جزئ ترتیب رابطه ی ی R اگر کتابها از بسیاری در است. جزئ مرتب مجموعه ی

م کنند. استفاده مساوی) (کمتر ≤
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هستند. X روی رابطه های نیز R ◦R و R−١ آنگاه باشد، X روی رابطه ی R اگر که م دانیم

دادیم. نمایش IX با را X روی همان رابطه ی که یاددارید به

: صورت این در باشد X روی رابطه ی R کنید فرض .٣ . ٣ . ١ قضیه

.IX ⊆ R گاه هر است انعکاس خاصیت دارای R : الف

.R = R−١ گاه هر است تقارن خاصیت دارای R : ب

.R ◦R ⊆ R گاه هر است تعدی خاصیت دارای R : ج

باشد، انعکاس خاصیت دارای R م دانیم IX = {(x, x)|x ∈ X} که م دانیم : الف برهان.

است. بدیه م ح بنابراین (x, x) ∈ R, x ∈ X هر ازای به هرگاه

م دانیم ∀x, y ∈ X xRy =⇒ yRx صورت این در باشد. متقارن R کنید فرض : ب

تقارن خاصیت بنابه (x, y) ∈ R ⇐⇒ (y, x) ∈ R−١ لذا R−١ = {(y, x)|(x, y) ∈ R}

لذا (x, y) ∈ R⇐⇒ (y, x) ∈ R⇐⇒ (x, y) ∈ R−١

(x, y) ∈ R⇐⇒ (x, y) ∈ R−١

حال .(x, z) ∈ R◦R آنگاه ،(y, x) ∈ R و (x, y) ∈ R اگر رابطه دو ترکیب تعریف بنابه : ج

، R ◦ R ⊆ R اگر برعکس .R ◦ R ⊆ R پس (x, z) ∈ R باشد، تعدی خاصیت دارای R اگر

.(y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R که است موجود چنان y ∈ X ی (x, z) ∈ R ◦ R ازای به آنگاه

R یعن (x, z) ∈ R ◦ R ⊆ R پس R ◦ R ⊆ R و (y, z) ∈ R و (x, y) ∈ R اگر بنابراین

است. تعدی خاصیت دارای

و رابطه مفهوم نم توان و نیستند مجموعه همیشه اشیاء، که آنجا از رسته ها، نظریه ی مباحث در
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قضیه ی ام اح دلیل همین به کرد. تعریف عضوگیری به را تعدی و تقارن، ، انعکاس خصوصیات

وسیله ی به را زیرمجموعه) جای (به ء ش زیر مفهوم البته م شود. ویژگ ها این تعریف مبنای فوق

م کنند. تعریف تکریخت ها

: صورت این در باشد. X روی رابطه ی R کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ قضیه

R ◦R = R یعن است خودتوان R آنگاه باشد، ترتیبی پیش رابطه R اگر : الف

است. خودتوان R آنگاه باشد، تعدی و تقارن R اگر : ب

م شود. واگذار خواننده به اثبات برهان.

است. جزئ مرتب مجموعه ی ی (R,≤) مجموعه .٣ . ٣ . ١ مثال

داد. قرار Q ، Z ، W ، N مجموعه های از کدام هر ، R جای به م توان

شمول رابطه ی حال Xباشد. توان Pمجموعه ی (X) و مجموعه ی ،X کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ مثال

گاه هر است رابطه در B با A که معن بدین یرید. ب درنظر P (X) روی را بودن) (زیرمجموعه

است. جزئ مرتب مجموعه ی ی (P (X),⊆) .A ⊆ B

است. انعکاس خاصیت دارای پس A ⊆ A ، A ⊆ X هر ازای به که است بدیه

است. پادتقارن خاصیت دارای پس .A = B آنگاه ، B ⊆ A و A ⊆ B اگر

رابطه ی ی ⊆ بنابراین است. تعدی خاصیت دارای پس A ⊆ C آنگاه ، B ⊆ C و A ⊆ B اگر

است. P (X) روی جزئ ترتیب

روی (شمردن) کردن عاد رابطه ی یرید. ب نظر در را ، N ، اعدادطبیع مجموعه ی .٣ . ٣ . ٣ مثال

و باشد m از مضربی n هرگاه م کند عاد را n ، m م دانیم است. جزئ ترتیب رابطه  ی ی N
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.m | n م نویسیم

است. انعکاس خاصیت دارای یعن n | n لذا ، n = ١× n که است بدیه

پس m = k٢n و n = k١m که موجودند چنان k٢ و k١ ∈ N پس n | m و m | n اگر

است. پادتقارن خاصیت دارای یعن m = n پس k١ = k٢ = ١ لذا و n = k١k٢n

p = k١k٢mپس p = k٢n و n = k١m که موجودند چنان k١, k٢ ∈ N پس n | p mو | n اگر

است. جزئ مرتب مجموعه ی ی (N, |) پس است. تعدی خاصیت دارای لذا و m | p یعن

مجموعه ی ی (X, IX) صورت این در باشد، دلخواه مجموعه ی ی X کنید فرض .۴ . ٣ . ٣ مثال

است. جزئ مرتب

اما است. y ≤ x یا x ≤ y ، y و x حقیق عدد دو هر ازای به که م دانیم (R,≤) مثال در

بدیه (N, |) مثال در و نباشد. برقرار شاید عضو دو هر بین شمول رابطه ی و (P (X),⊆) مثال در

اعضای تمام بین بتوان که حالت در نیست. برقرار طبیع عدد دو هر بین شمردن رابطه ی که است

است. کل مرتب مجموعه ی ی مجموعه، آن گوییم کرد، برقرار رابطه مجموعه

مجموعه ی ی (X,R) گوییم باشد. جزئ مرتب مجموعه ی ی (X,R) کنید فرض .٣ . ٣ . ٢ تعریف

عضو دو هر ازای به گاه هر است زنجیر ی )یا مرتب خلاصه طور به (یا خط مرتب یا کل مرتب

.xRy یا yRx ، X در y و x

A ⊆ زیرمجموعه ی هر برای آنگاه باشد، جزئ مرتب مجموعه ب (X,R) اگر که است بدیه

کل مرتب مجموعه ی ی (A,R) اگر بود. خواهد جزئ مرتب مجموعه ی ی نیز (A,R) ، X

است. X در زنجیر ی A گوییم آنگاه باشند،
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این در باشد. شده جزئ ترتیب شمول با P (X) و X = {١, ٢, ٣, ۴} کنید فرض .۵ . ٣ . ٣ مثال

صورت

A = {ϕ, {١}, {١, ٢}, {١, ٢, ٣}, X}

م باشد. زنجیر ی

به آنگاه باشد، X روی جزئ ترتیب رابطه ی ی ≤ و متناه مجموعه ی ی X که هنگام

اگر مثال عنوان به داد. نمایش را (X,≤) مرتب مجموعه ی م توان، جهتدار گراف ی وسیله ی

برای را زیر نمایش م توان صورت این در باشد کردن عاد رابطه ی R و X = {٢, ٣, ۴, ..., ١٠}

گرفت. نظر در (X, |) جزئ ترتیب

٩ ۶ ۴ // ٨ ١٠

٣

OO @@��������
٢

^^========

OO 77oooooooooooooo ۵

OO

آمد. خواهد در زیر زنجیر صورت به آنگاه باشد، کمترمساوی رابطه ی R اگر حال

٢ −→ ٣ −→ ۴ −→ ۵ −→ ۶ −→ ٧ −→ ٨ −→ ٩ −→ ١٠

تعریف زیر صورت به را ≤١ Xرابطه ی = I× I = I٢ ، I = ⌈٠, ١⌉ کنید فرض .۶ . ٣ . ٣ مثال

کنید

(x١, y١) ≤١ (x٢, y٢)⇐⇒ x١ ≤ x٢ ∧ y١ ≤ y٢

است. جزئ مرتب مجموعه ی ی (I١≥,٢)

کنید فرض تعدی برای ساده است. پادتقارن و انعکاس خاصیت
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(x١, x٢) ≤١ (x٢, y٢) ∧ (x٢, y٢) ≤١ (x٣, y٣)

حقیق اعداد روی ≤ کل ترتیب رابطه ی بنابه y٢ ≤ y٣ و x٢ ≤ x٣ و y١ ≤ y٢ و x١ ≤ x٢ لذا

رابطه ی ی ≤١ رابطه ی که است واضح (x١, y١) ≤١ (x٣, y٣) یعن y١ ≤ y٣ و x١ ≤ x٣ پس

(٠, ١) ⩽̸ (١, ٠), (١, ٠) ⩽̸ (٠, ١) که زیرا نیست کل ترتیب

م نامند. مولفه ای ترتیب رابطه ی را رابطه این دهید. تعمیم R٢ برای را فوق رابطه

هر (x١, y١) <٢ (x٢, y٢) م کنیم تعریف زیر صورت به I٢ روی را ≤٢ رابطه ی .٣ . ٣ . ٧ مثال

راست طرف در یا (x٢, y٢) نقطه  ی که معن بدین . y١ < y٢ آنگاه x١ = x٢ اگر یا x١ < x٢ گاه

نقطه ی بالای (x٢, y٢) نقطه ی گرفتند قرار عمودی خط ی روی اگر یا و گیرد قرار (x١, y١) نقطه ی

است. I٢ روی کل ترتیب رابطه ی ی ≤٢ رابطه ی گیرد. قرار (x١, y١)

م نامند. قاموس ترتیب رابطه ی را رابطه این دهید. تعمیم R٢ برای را فوق رابطه

و یرید ب نظر در (Y,⩽Y ) و (X,⩽X) مرتب مجموعه دو ، I٢ جای به فوق مثال دو در حال

کنید. تعریف زیر صورت به X × Y مجموعه ی برای را ⩽١ مولفه ای رابطه ی

(x١, y١) ⩽١ (x٢, y٢)⇐⇒ x١ ⩽X x٢ ∧ y١ ⩽Y y٢

کنید. تعریف زیر صورت به را ⩽٢ قاموس ترتیب رابطه ی همچنین

(x١, y١) ⩽٢ (x٢, y٢)⇐⇒ x١ ⩽X x٢ ∨ (x١ = x٢ ∧ y١ ⩽Y y٢)

م کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را ⩽٢ بودن کل و ⩽١ بودن جزئ ترتیب
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این در A ⊆ X و ( کل یا (و جزئ مرتب مجموعه ی ی (X,⩽) کنید فرض .٣ . ٣ . ٣ تعریف

: صورت

که شود یافت چنان u ∈ X مانند عضو ی حداقل گاه هر است کراندار بالا از A گوییم : الف

بالای کران u اگر است. A بالای کران ی u گوییم صورت این در .x ⩽ u ، x ∈ A هر ازای به

عنصر م نامیم. A ماکزیمم عنصر را u و است ماکزیمم عنصر دارای A گوییم آنگاه باشد، A در A

م دهند. نمایش نیز max(A) با را A ماکزیمم

به که شود یافت چنان l ∈ X مانند عضو ی حداقل هرگاه است، کراندار پایین از A گوییم : ب

در A پایین کران l اگر است. A پایین کران ی l گوییم صورت این در .l ≤ x ، x ∈ A هر ازای

A مینیمم عنصر م نامیم. A مینیمم عنصر را l و است مینیمم عنصر دارای A گوییم آنگاه باشد، A

م دهند. نمایش نیز min(A) با را

باشد. کراندار پایین از هم باشد کراندار بالا از هم هرگاه م نامیم کراندار زیرمجموعه ی ی Aرا : ج

بود. خواهد ماکزیمم و مینیمم عنصر دارای X آنگاه باشد، کراندار X مجموعه هرگاه

جزئ مرتب مجموعه ی صورت این در باشد. غیرته مجموعه ی ی X کنید فرض .٣ . ٣ . ٨ مثال

م باشد. X ماکزیمم عنصر و ϕ مینیمم عنصر دارای (P (X),⊆)

مجموعه ی اما نیست. ماکزیمم عنصر دارای اما است مینیمم عنصر دارای (N,≤) .٣ . ٣ . ٩ مثال

است. ماکزیمم دارای هم مینیمم دارای هم A = {١, ٢, ..., ١٠}

باز بازه ی است. ماکزیمم عنصر دارای نه و است مینیمم عنصر دارای نه (R,≤) .٣ . ٣ . ١٠ مثال

دارد. ماکزیمم عضو نه و مینیمم عضو نه اما است، کراندار (٠, ١) ⊆ R
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(١, ١) ماکزیمم عنصر دارای و (٠, ٠) مینیمم عنصر دارای ، قاموس ترتیب با I × I مجموعه ی

است.

هستند. تا ی وجود صورت در مینیمم و ماکزیمم عنصر که کنید ثابت تمرین عنوان به

(A,≤) Aآنگاه ⊆ X و جزئ مرتب مجموعه ی ی (X,≤) اگر که شد، اشاره موضوع این به قبلا

م باشد. جزئ مرتب مجموعه ی ی نیز

م باشد. جزئ مرتب مجموعه ی ی نیز (Y,⊆) آنگاه ، Y = P (X) \ {ϕ,X} اگر اول مثال در

تک مجموعه های از که م دانیم اما است. ماکزیمم عنصر دارای نه و مینیمم عنصر دارای نه Y اما

نداریم بزرگتر مجموعه ی نیز a ∈ X که X \ {a} مجموعه های از و نداریم تر کوچ عضویی

مقایسه قابل آنها با که مجموعه هایی به نسبت و نیستند منحصربفرد مجموعه ها این که م دانیم و

دارند. بیشترین یا کمترین حالت هستند،

: صورت این در باشد. جزئ مرتب مجموعه ی ی (X,≤) کنید فرض .۴ . ٣ . ٣ تعریف

آنگاه a ≤ x اگر ،x ∈ X هر ازای به هرگاه است ماکزیمال عنصر ی a ∈ X گوییم : الف

.a = x

.x = b آنگاه x ≤ b اگر ،x ∈ X هر ازای به هرگاه است مینیمال عنصر ی b ∈ X گوییم : ب

باشد. جزئ مرتب مجموعه ی ی (Y,⊆) و Y = P (X) \ {ϕ,X} کنید فرض .٣ . ٣ . ١١ مثال

هر و است مینیمال عنصر ی x ∈ X که {x} مانند عضویی تک مجموعه ی هر صورت این در

است. ماکزیمال عنصر ی x ∈ X که X \ {x}صورت به مجموعه ی

دارای اگر و است تا ی مینیمال عنصر l آنگاه باشد، l عنصرمینیمم دارای (X,≤) اگر .٣ . ٣ . ١٢ مثال
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است. تا ی ماکزیمال عنصر u آنگاه باشد، u ماکزیمم عنصر

دارای لزوما هم خط یا کل مرتب مجموعه ی ی حت که م شویم متوجه قبل مثال های از

دارای لزوما نیز آن کراندار) بالا (از پایین از زیرمجموعه ی هر و نیست مینیمم یا ماکزیمم عنصر

نیست. (ماکزیمم) مینیمم عنصر

حت زیرمجموعه های از بسیاری هم و نیست مینیمم عنصر دارای خود هم (R,≤) مثال عنوان به

زیرمجموعه ی هر که است خاصیت چنین دارای (N,≤) اما نیستند. مینیمم عنصر دارای هم کراندار

م شود. واگذار خواننده به مطلب این اثبات است. مینیمم عنصر دارای آن غیرته

م نامیم ترتیب خوش مجموعه ی ی را (X,≤) کل یا خط مرتب مجموعه ی .۵ . ٣ . ٣ تعریف

باشد. مینیمم عنصر دارای آن غیرته زیرمجموعه ی هر هرگاه

کل مرتب مجموعه ی ی شمردن رابطه ی با طبیع اعداد مجموعه ی که است بدیه .٣ . ٣ . ١٣ مثال

عنصر دارای {٢, ٣} مجموعه ی که ساده طور به یا و نیست ترتیب خوش مجموعه ی ی لذا و نیست

است. ترتیب خوش مجموعه ی ی A = {٢n|n ∈ N} زنجیر اما نیست. مینیمم

باز دهیم تغییر جزئ به را کل ترتیب اگر حت ترتیب خوش مجموعه ی تعریف در .٣ . ٣ . ١ تذکر

خواهد کل مرتب مجموعه ی ی ترتیب، خوش مجموعه ی هر که زیرا است. درست تعریف همان

x یا {x, y} مینیمم عنصر یریم ب نظر در را y و x دلخواه عضو دو است کاف آن اثبات برای شد.

بود. خواهد خط ترتیب پس y ≤ x یا x ≤ y لذا y یا است

باشد، کراندار بالا از A اگر باشد. A ⊆ X و جزئ مرتب مجموعه  ی (X,≤) کنید فرض

نماد با را A بالای کران های مجموعه ی بود. خواهد غیرته ، A بالای کران های مجموعه ی آنگاه
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A پایین کران های مجموعه ی آنگاه باشد، کراندار پایین از A اگر همچنین م دهیم. نمایش U(A)

م دهیم. نمایش L(A) نماد با را مجموعه این و است غیرته

صورت: این در باشد. A ⊆ X و جزئ مرتب مجموعه ی ی (X,≤) کنید فرض .۶ . ٣ . ٣ تعریف

م دهیم. نمایش sup(A) با و م نامیم A سوپریمم وجود درصورت را U(A) مینیمم عنصر : الف

م کنند. استفاده lub(A) یعن بالا کران ترین کوچ انگلیس اول حروف از کتابها بعض در

کران بزرگترین ساده عبارت به م نامیم. A اینفیمم وجود، درصورت را L(A) ماکزیمم عنصر : ب

انگلیس اول حروف از کتابها بعض در م دهیم. نمایش inf(A) با و Aم نامیم اینفیمم Aرا پایین

م کنند. استفاده glb(A) یعن پایین کران بزرگترین

sup(A) برای لذا است، علائم به نیاز اینفیمم و سوپریمم برای موارد از بسیاری در که آنجا از

همان ∨∧ م کنند. استفاده ∧A = ∧x∈Ax نماد از inf(A) برای و ∨A = ∨x∈Ax نماد از

هستند. عطف و فصل ترکیب نمادهای

باشد. جزئ مرتب مجموعه ی ی (X,≤) کنید فرض .٣ . ٣ . ٧ تعریف

از زیرمجموعه ی هر هرگاه است، ( بالا کران ترین (کوچ سوپریمم خاصیت دارای X گوییم : الف

باشد. X در سوپریمم دارای آن کراندار بالا

پایین از هرزیرمجموعه ی هرگاه است، ( پایین کران (بزرگترین اینفیمم خاصیت Xدارای گوییم : ب

باشد. X در اینفیمم دارای آن کراندار

خاصیت دارای اگر تنها و اگر است سوپریمم خاصیت دارای (X,≤)مرتب مجموعه ی .٣ . ٣ . ٣ قضیه

باشد. اینفیمم
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ه١١١ مشب .۴ . ٣

باشد. کراندار پایین از A ⊆ X و باشد سوپریمم خاصیت دارای (X,≤) کنید فرض برهان.

L(A) برای بالا کران ی A عضو هر و است غیرته L(A) یعن A پایین کران های مجموعه ی

ی sup(L(A)) وضوح به است. X در سوپریمم دارای L(A) سوپریمم خاصیت طبق پس است

.sup(L(A)) = max(L(A)) لذا و دارد قرار L(A) در sup(L(A)) پس است A پایین کران

م شود. ثابت شیوه همین به نیز آن عکس است. max(L(A)) اینفیمم دارای A بنابراین

ه مشب ۴ . ٣

و sup دارای مرتب مجموعه ی ی زیرمجموعه ی هر نیست لازم که کردیم یادآوری قبل بخش در

ارزشمندند. منطق بحث در که هستند خاص حالات اما باشد. inf

هردو ازای به هرگاه م نامیم (لاتیس) ه مشب ی را (X,≤) جزئ مرتب مجموعه ی .١ . ۴ . ٣ تعریف

باشد. موجود inf{x, y} = x ∧ y و sup({x, y}) = x ∨ y ، x, y ∈ X عضو

هستند. ه زیرمشب مثال های

m ∨ n = ، n و m طبیع عدد دو هر ،برای (N, |) جزئ مرتب مجموعه ی در .١ . ۴ . ٣ مثال

مقسوم علیه بزرگترین m ∧ n = inf{m,n} و n و m مشترک مضرب ترین کوچ sup{m,n}

م یاشد. n و m مشترک

، X از A,B زیرمجموعه ی دو هر برای ، (P (X),⊆) جزئ مرتب مجموعه ی در .٢ . ۴ . ٣ مثال

A∧B = A∩B اینفیمم مجموعه دو اشتراک A∨Bو = A∪B و سوپریمم مجموعه، دو اجتماع

م باشد. مجموعه دو آن
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x ≤ y اگر ، x, y ∈ X عضو دو هر ازای به ، (X,≤) کل مرتب مجموعه ی هر در .٣ . ۴ . ٣ مثال

.x ∧ y = x و x ∨ y = y آنگاه ،

صورت به را گزاره دو بین جزئ ترتیب رابطه ی باشد. گزاره ها Xمجموعه ی کنید فرض .۴ . ۴ . ٣ مثال

شرط گزاره ی ی p =⇒ q وتنهااگر اگر p ≤ q ، q و p گزاره ی دو ازای به م کنیم. تعریف زیر

p∧q = inf{p, q} که کرد استباط سادگ به م توان جذب قوانین از صورت این در باشد. درست

min(X) = F و max(X) = T که است بدیه p ∨ q = sup{p, q} و

زیرمجموعه ی هر هرگاه م نامیم کامل ه ی مشب ی را (X,≤) جزئ مرتب مجموعه ی .٢ . ۴ . ٣ تعریف

باشد. X در inf و sup دارای X

م دهیم. نمایش ٠ با را inf(X) = min(X) و ١ با را sup(X) = max(X) معمولا

است. کامل ه ی مشب ی ، (P (X),⊆) .١ . ۴ . ٣ قضیه

است. زیر خواص دارای X صورت این در باشد. ه مشب ی (X,≤) کنید فرض .٢ . ۴ . ٣ قضیه

پذیری شرکت xالف: ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y) ∧ z

x ∨ (y ∨ z) = (x ∨ y) ∨ z
جابجایی ب:

x ∨ y = y ∨ x, x ∧ y = y ∧ x

خودتوان xج: ∧ x = x, x ∨ x = x

جذب xد: ∨ (x ∧ y) = x, x ∧ (x ∨ y) = x

م شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان.

م دهند. نمایش (X,∨,∧) با را X ه ی مشب معمولا
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بول جبر ۵ . ٣

بحث در اما شد. آورده مجموعه ها، و منطق فصل های از ارزشمندی و مهم مثال های ه مشب مبحث در

نقیض گزاره ها در دمورگان، قوانین پذیری، توزیع قوانین همچون مهم قوانین مجموعه ها و گزاره ها

مرجع مجموعه ی مجموعه ها، در همچنین نادرست، همیشه گزاره ی و درست همیشه گزاره ی هرگزاره،

است. خال ه ها، درمشب آن جای که دارد وجود ته مجموعه ی هرمجموعه، متمم

نیست. برقرار ه ها مشب در پذیری توزیع قانون کل حالت در .١ . ۵ . ٣ نکته

باشد. زیر صورت به آن روی جزئ ترتیب رابطه ی Xو = {١, ٢, ٣, ۴, ۵} کنید فرض .١ . ۵ . ٣ مثال

١ ≤ ٢, ١ ≤ ٣, ١ ≤ ۴, ١ ≤ ۵, ٢ ≤ ۵, ٣ ≤ ۵, ۴ ≤ ۵

زیرا: نیست، پخش خاصیت دارای (X,≤) ه ی مشب وضوح به

(٢ ∨ ٣) ∧ (٢ ∨ ۴) = ۵ ∧ ۵ ٢ ∨ (٣ ∧ ۴) = ٢ ∨ ١ = ٢

عضو سه هر برای هرگاه م نامند پخش یا پذیر توزیع را (X,∨,∧) ه ی مشب .١ . ۵ . ٣ تعریف

،x, y, z ∈ X

x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z),

، x ∈ X هر ازای به هرگاه م گوییم متمم دارای را (X,∨,∧) کراندار ه ی مشب .٢ . ۵ . ٣ تعریف

که باشد موجود چنان y ∈ X ی

x ∨ y = ١, x ∧ y = ٠

م دهند. نمایش ∼ x یا x′ با را x هر متمم معمولا

تاست. ی ، x هر متمم .١ . ۵ . ٣ قضیه
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دارای و پذیر توزیع کراندار، هرگاه م نامیم بول جبر ی را (X,∨,∧) ه ی مشب .٣ . ۵ . ٣ تعریف

باشد. متمم

جای به ◦ و ∨ جای به + ، (X,+, ◦) با را جبربول ی ریاض علوم مبان کتابهای از بعض در

م دهند. نمایش ∧

است. بول جبر ی (P (X),∪,∩) .٢ . ۵ . ٣ مثال

است. بول جبر ی (X,∨,∧) باشد، گزاره ها مجموعه ی X اگر .٣ . ۵ . ٣ مثال

جبر ی (X,∨,∧) آنگاه باشد. گزاره ها مجموعه ی در X = {F, T} کنید فرض .۴ . ۵ . ٣ مثال

است. بول

هستند. برقرار بول، جبر هر در زیر قوانین .٢ . ۵ . ٣ قضیه

∼ (∼ x) = x : مضاعف نف قانون الف:

∼ (x ∨ y) =∼ x∧ ∼ y دمورگان: قوانین ب:

∼ (x ∧ y) =∼ x∨ ∼ y

x ≤ y ⇐⇒∼ y ≤∼ x نقیض: عکس قانون ج:

زیادی استفاده های بول جبر و ه مشب مباحث از برق مهندس مخصوصا مهندس شاخه های در

که آنجا از است. شده پایه گذاری جبربول برپایه ی تری ال مدارهای و منطق مدارهای م شود.

قرار بررس و بحث مورد گسترده صورت به گسسته ریاضیات و ترکیبیات مباحث در نیز بول توابع

م کنیم. صرفنظر آن تشریح و بیان از م گیرد،
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هیتینگ جبر ۶ . ٣

و sup با م توان ه مشب هر در دارند. مستقیم ارتباط جبرگزاره ها، با صورت به ه ها مشب مباحث

گزاره ی با متناظر ١ و ٠ عضو آنگاه باشد، کراندار ه مشب اگر ساخت. عطف و فصل ترکیب inf

هر ازای به آنگاه باشد، متمم دارای ه مشب هرگاه هستند. نادرست همیشه گزاره های و درست همیشه

حال دارد. وجود ∼ p یعن آن نقیض p گزاره ی هر ازای به آنها با متناظر و دارد وجود ∼ x ، x

کنیم. تعریف عمل ی کراندار ه ی مشب ی در جبرگزاره ها، در شرط ترکیب با متناظر م خواهیم

داشته متمم دارای کراندار ه ی مشب ی اگر حال p −→ q ≡ q∨ ∼ p م دانیم گزاره ها جبر در

متمم دارای ه مشب اگر اما کنیم. ∽تعریف x∨y صورت به را x −→ y م توانیم سادگ به باشیم،

م کنیم: تعریف کند. القا را مفهوم همان بتوان که کنیم تعریف شرایط باید نباشد،

x −→ y = sup{z|z ∧ x ≤ y}

،x, y ∈ X هر ازای به هرگاه م نامیم جبرهیتینگ ی را (X,≤) کراندار ه ی مشب .١ . ۶ . ٣ تعریف

باشد. موجود x −→ y

x −→ y =∼ x ∨ y و است جبرهییتینگ ی بول جبر هر .١ . ۶ . ٣ مثال

.x ∧ y ≤ y که زیرا ، y ≤ x −→ y که است بدیه

تفکی قانون کردیم. تعریف شرط ترکیب صورت به را ترتیب گزاره ها، جبر در که دارید یاد به

آن در که م کند بیان را ه ها مشب در شرط ترکیب مفهوم همان مقدم دو

p −→ (q −→ r) ≡ (p ∧ q) −→ r

گزاره هاست. ترتیب همان ر دی شرط ترکیب دو و ه مشب شرط عمل همان q −→ r شرط ترکیب



اوری
د تحت
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باز زیرمجموعه های تمام مجموعه ی O(X) و توپولوژی فضای ی X کنید فرض .٢ . ۶ . ٣ مثال

ول است جبرهیتینگ ی اشتراک، و اجتماع و شمول رابطه ی با O(X) صورت این در باشد. X

کرد. بیان زیر قضیه ی صورت به م توان را فوق مثال تعمیم نیست. جبربول

است. جبرهیتینگ ی پذیر، توزیع کامل ه ی مشب هر .١ . ۶ . ٣ قضیه

افراز و هم ارزی رابطه ی ٣ . ٧

استفاده بودن معادل و هم ارزی از بارها گذشته فصل در هم ، قبل تحصیل دوره های در هم بحال تا

دو اجتماع هم ارزی برابرند، هم با آنها اعضای تعداد که مجموعه دو ارز، هم گزاره ی دو کرده ایم.

خوانده ایم. کتاب همین در که هستند هم ارزی از نمونه هایی آنها، هم ضرب و ازهم جدا مجموعه ی

سان ی را آنها از بعض ارزش و م کنیم مقایسه باهم معیاری با را مجموعه ی اعضای که موقع

کرده ایم. تعریف آنها بین را هم ارزی نوع به م بینیم

هم ارزی رابطه ی ی R گوییم باشد. X مجموعه ی روی رابطه ی R کنید فرض .٣ . ٧ . ١ تعریف

باشند. تعدی و تقارن بازتابی، ویژگ های دارای هرگاه است

هم ارز مجموعه ی و م کنند استفاده هم ارز روابط در علامت∽ از ،R جای به معمولا .٣ . ٧ . ١ تذکر

م دهند. نمایش (X,∼) نماد با ∼ رابطه ی با X

IX = {(x, x)|x ∈ X} است. هم ارزی رابطه ی ی ،IX تساوی یا همان رابطه ی .٣ . ٧ . ١ مثال

است. هم ارزی رابطه ی ی اعدادحقیق روی قدرمطلق رابطه ای .٣ . ٧ . ٢ مثال

∀x, y ∈ R x ∼ y ⇐⇒| x |=| y |

.| x |= −x ،x ≤ ٠ اگر و | x |= x ،x ≥ ٠ اگر که م دانید
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است. هم ارزی رابطه ی ی ، حقیق اعداد روی صحیح جزء رابطه ی .٣ . ٧ . ٣ مثال

∀x, y ∈ R x ∼ y ⇐⇒ [x] = [y]

صحیح جزء ،٠ ≤ d < ١ و n ∈ Z که نوشت x = n+ d صورت به م توان را x حقیق هرعدد

م کنیم. تعریف و نمایش [x] = n با را x

: کنید تعریف زیر صورت به را ∼ رابطه ی R روی .۴ . ٣ . ٧ مثال

∀x, y ∈ R x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z

است. هم ارزی رابطه ی ی ، ∼ رابطه ی

∀x ∈ R x− x = ٠ ∈ Z =⇒ x ∼ x : انعکاس خاصیت الف:

که: است موجود چنان n ∈ Z آنگاه x ∼ y اگر x, y ∈ R هر ازای :به تقارن خاصیت ب:

.y ∼ x پس y − x = −n ∈ Z لذا x− y = n

یافت چنان m,n ∈ Z آنگاه y ∼ z و x ∼ y اگر x, y, z ∈ R هر ازای به : تعدی خاصیت ج:

.x ∼ z بنابراین x− z = m+ n ∈ Z لذا y − z = m و x− y = n که: م شوند

صحیح اعداد روی n پیمانه ی) به یا مد به یا سنج به (یا هنگ به هم نهشت رابطه ی .٣ . ٧ . ٢ تعریف

م کنیم. تعریف زیر صورت به و م دهیم نمایش ≡n با را

∀x, y ∈ Z x ≡n y ⇐⇒ n | x− y

باشد. n از مضربی x− y هرگاه است هم نهشت y با x یعن

است. هم ارزی رابطه ی ی Z روی هم نهشت رابطه ی .۵ . ٣ . ٧ مثال

∀x ∈ Z x− x = ٠ = ٠× n =⇒ x ≡n x : بازتابی خاصیت الف:

: تقارن خاصیت ,x∀ب: y ∈ Z x ≡n y =⇒ n | x− y =⇒ ∃k ∈ Z s.t.
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x− y = kn y − x = −kn =⇒ n | y − x =⇒ y ≡n x

: تعدی خاصیت ,x∀ج: y, z ∈ Z x ≡n y & y ≡n z =⇒ n | x− y & n | y − z

=⇒ n | (x− y) + (y − z) =⇒ n | x− z =⇒ x ≡n z

کنید. تعریف زیر صورت به را ∼ رابطه ی N× N مجموعه ی روی .۶ . ٣ . ٧ مثال

(m,n) ∼ (r, s)⇐⇒ m+ s = n+ r

: حال م باشد، (m,n) مرتب زوج صورت به N× N عضو هر که م دانید

∀(m,n) ∈ N×N m+n = m+n =⇒ (m,n) ∼ (m,n) : بازتابی خاصیت : الف

: تقارن خاصیت : ب
(m,n) ∼ (r, s) =⇒ m+ s = n+ r =⇒ r + n = s+m =⇒ (r, s) ∼ (m,n)

: تعدی خاصیت : (m,n)ج ∼ (r, s) & (r, s) ∼ (t, u) =⇒

m+ s = n+ r & r + t = s+ u =⇒ m+ s+ r + t = n+ s+ r + u =⇒

m+ t = n+ u =⇒ (m,n) ∼ (t, u)

فکرکنید. آن درباره ی م باشد. Z صحیح اعداد ساخت زیربنای N×N مجموعه ی روی فوق رابطه ی

صورت این در باشد. x ∈ X و X روی هم ارزی رابطه ی ی ∼ کنید فرض .٣ . ٧ . ٣ تعریف

رده ی یا x هم ارزی کلاس و م دهند نمایش x
∼

یا x̄ یا ⌈x⌉ با را {y ∈ X|x ∼ y} مجموعه ی

م نامند. x هم ارزی دسته ی یا x هم ارزی

و X
∼

= {⌈x⌉|x ∈ X} م دهیم. نمایش X
∼

با را X در هم ارزی کلاس های همه ی مجموعه ی

م نامیم. X خارج قسمت مجموعه ی را آن معمولا
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پس x ∈ ⌈x⌉ که است بدیه x ∈ X هر ازای به باشد هم ارز مجموعه ی ی (X,∼) گاه هر

است. غیرته ⌈x⌉

صورت: این در باشد. x, y ∈ X و هم ارز مجموعه ی ی (X,∼) کنید فرض .٣ . ٧ . ١ قضیه

⌈x⌉ = ⌈y⌉ ⇐⇒ y ∼ x

و x ∼ z که آنجا از ،z ∈ ⌈x⌉ هر ازای به x ∈ ⌈y⌉ و y ∈ ⌈x⌉ آنگاه ،x ∼ y کنید فرض برهان.

ثابت م توان صورت همین به ⌈x⌉ ⊆ ⌈y⌉ یعن z ∈ ⌈y⌉پس y ∼ z تعدی خاصیت بنابه x ∼ y

⌈x⌉ = ⌈y⌉پس ⌈y⌉ ⊆ ⌈x⌉ که کرد

.x ∼ y یعن y ∈ ⌈x⌉پس y ∈ ⌈y⌉ که آنجا از ⌈x⌉ = ⌈y⌉ کنید فرض برعکس

⌈x⌉ ∩ ⌈y⌉ = ϕ آنگاه ،x ≁ y اگر .٣ . ٧ . ١ نتیجه

نتیجه در .y ∼ z و x ∼ z پس z ∈ ⌈x⌉∩⌈y⌉ کنید فرض کنید. استفاده نقیض عکس از برهان.

.x ∼ y تعدی خاصیت بنابه

صورت: این در باشد. هم ارز مجموعه ی ی (X,∼) کنید فرض .٣ . ٧ . ٢ قضیه

X = ∪x∈X⌈x⌉

هر ازای به طرف از ∪x∈X⌈x⌉ ⊆ X پس، ⌈x⌉ ⊆ X ،x هر ازای به که است بدیه برهان.

X ⊆x∈X ⌈x⌉ بنابراین .x ∈ ∪x∈X⌈x⌉ لذا x ∈ ⌈x⌉ ،x ∈ X

ناته زیرمجموعه های از مجموعه ی باشد. غیرته مجموعه ی Xی کنید فرض .۴ . ٣ . ٧ تعریف

: گاه هر م نامیم X برای افراز ی را P مانند X
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باشند. مجزا دو دوبه P اعضای : الف

ر دی عبارت به م پوشاند. را X ،P م گوییم حالت این در گردد. X ،P اعضای اجتماع : ب

: گاه هر م نامیم X افراز ی را P (X) از P زیرمجموعه ی

باشد. غیرته کدام هر .١

گردد. ته آن عضو دو هر اشتراک .٢

باشد. X آن اجتماع .٣

م دهد. یل Xتش برای افراز ی X
∼

آنگاه باشد، هم ارز مجموعه ی ی (X,∼) اگر .٣ . ٧ . ٣ قضیه

میشود. حاصل نتیجه ، قبل نتیجه ی و قضیه دو برهان.

است. عضوی تک مجموعه ی ی هم ارزی کلاس هر ،X روی  همان رابطه ی در .٣ . ٧ . ٧ مثال

صورت به ارزی هم کلاس ،x ∈ R هر ازای به ،R روی قدرمطلق رابطه ی در .٣ . ٧ . ٨ مثال

م باشد. R
||

= {⌈x⌉|x ≥ صورت{٠ به قسمت خارج مجموعه ی و ⌈x⌉ = x̄ = {x,−x}

صورت به ارزی هم کلاس ،n ∈ Z هر ازای به ،R روی جزءصحیح رابطه ی در .٣ . ٧ . ٩ مثال

صورت به خارج قسمت مجموعه ی و ⌈n⌉ = n̄ = {n + d|٠ ≤ d < ١} = ⌈n, n + ١)

م باشد. R
[]

= {n|n ∈ Z}

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Z صورت به R روی ∼ رابطه ی در .٣ . ٧ . ١٠ مثال

⌈x⌉ = x̄ = {x+ n|n ∈ Z}

R
∼

= {⌈x⌉|٠ ≤ x < ١} صورت این در
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x ∈ Z هر ازای به ، Z روی n هنگ به هم نهشت رابطه ی در .٣ . ٧ . ١١ مثال

Z
≡n

= {٠̄, ١̄, ٢̄, ..., ¯n− ١} و ⌈x⌉ = x̄ = {x+ kn|k ∈ Z}

به دارد. زیادی کاربرد جبر شاخه ی مخصوصا ریاض شاخه های از بسیاری در هم نهشت رابطه ی

م دهند. نمایش Zn با را n مد به نهشت هم رابطه ی تحت Z خارج قسمت مجموعه ی خاطر همین

ارزشمندی مثال میدان ی عنوان به باشد، Pاول اگر و جابجایی حلقه ی ی و گروه ی عنوان Znبه

یل تش خارج قسمت مجموعه ی هم ارزی، رابطه ی هر در که م شویم متوجه فوق مباحث در م باشد.

رابطه ی ی افراز، ی طریق از م توان آیا که م رسد ذهن به سوال چنین حال م دهد. افراز ی

خارج قسمت مجموعه ی و افراز بین رابطه ای چه است، مثبت جواب اگر و کرد. تعریف هم ارزی

دارد. وجود آمده بدست

رابطه ی صورت این در باشد. X غیرته مجموعه ی برای افراز ی P کنید فرض .۵ . ٣ . ٧ تعریف

x ∼ y ⇐⇒ ∃A ∈ P s.t x, y ∈ A م کنیم: تعریف زیر صورت به را ∼

است. هم ارزی رابطه ی ی P افراز از عضو ی در دو هر هرگاه رابطه اند، در x, y ر دی عبارت به

است. هم ارزی رابطه ی ی P افراز در X روی ∼ رابطه ی .۴ . ٣ . ٧ قضیه

است موجود چنان A ∈ P ی ، x ∈ X هر ازای به پس X = ∪A∈P که آنجا از : الف برهان.

.x ∼ x پس x ∈ A که

است. بدیه تقارن خاصیت : ب

و x, y ∈ A که موجودند چنان P در B و A مجموعه های پس y ∼ z و x ∼ y کنید فرض : ج
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x ∼ z یعن x, y, z ∈ A پس A = B افراز تعریف بنابه y ∈ A ∩B پس y, z ∈ B

است. هم ارزی رابطه ی ی ∼ بنابراین

P افراز به وابسته هم ارزی رابطه ی ∼ و X ناته مجموعه ی افراز ی P کنید فرض .۵ . ٣ . ٧ قضیه

X

∼
= P صورت این در باشد.

کنید فرض است. هم ارزی کلاس ی A مانند ، P افراز عضو هر که م کنیم ثابت ابتدا برهان.

.⌈x⌉ ⊆ A نتیجه در و x, y ∈ A پس x ∼ y که آنجا از ، y ∈ ⌈x⌉ هر ازای به پس x ∈ A

که آنجا از x ∈ A ⇐⇒ ⌈x⌉ = A بنابراین .y ∈ ⌈x⌉ یعن x ∼ y پس y ∈ A اگر برعکس

که است موجود A ∈ P ی تنها ، x ∈ X هر ازای به و X = ∪x∈X⌈x⌉ و X = ∪A∈PA

.X
∼

= P پس x ∈ A

هم ارزی رابطه ی صورت این در باشد. هم ارز مجموعه ی ی (X,∼) کنید فرض .٣ . ٧ . ٢ نتیجه

است. ∼ رابطه ی همان X

∼
افراز از حاصل

مجموعه ی برای افراز ی P = {{١, ٢}, {٣, ۴}, {۵, ۶}} کنید فرض .٣ . ٧ . ١٢ مثال

خلاصه طور به م آید، بدست افراز وسیله ی به که هم ارزی رابطه ی باشد. X = {١, ٢, ٣, ۴, ۵, ۶}

م باشد. زیر صورت به کامل طور به و ١ ∼ ٢, ٣ ∼ ۴, ۵ ∼ ۶

{(١, ١), (١, ٢), (٢, ١), (٢, ٢), (٣, ٣), (٣, ۴), (۴, ٣), (۴, ۴),

(۵, ۵), (۵, ۶), (۶, ۵), (۶, ۶)}
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دهیم، نمایش نمودار وسیله ی به متناه مجموعه ی ی روی را هم ارزی رابطه ی ی بخواهیم اگر

یال چند ترکیب بود. خواهد یال ی رابطه هر و راس ی آن عضو هر که جهت بدون گراف ی یا

نیست. آن رسم به نیاز و م گیریم نظر در یا ی عنوان به هم را

برای افراز ی اگر حال است. مجموعه ی عضو هر مجموعه ها، از مجموعه ای در .٣ . ٧ . ١ نکته

از کدام هر باشیم، داشته هم ارز مجموعه ی ی برای خارج قسمت مجموعه ی ی یا و مجموعه ی

رابطه ی به نسبت آن، اعضای همه ی که است مجموعه ای آن از عضوی عنوان به هم ارزی کلاس های

روی آنها همه ی انگار م بینیم. سان ی دید به را آنها همه ی ما و هستند سان ی ارزش دارای هم ارزی

م دهند. نمایش را عضو ی و شده منطبق هم

منطبق مثبت قسمت روی را R منف  قسمت که است آن مثابه ی به قدرمطلق رابطه ی مثال در

مجموعه ی جزءصحیح، رابطه ی مثال در است. R≥٠ همان آن خارج قسمت مجموعه ی یعن کنیم

همانند خارج قسمت مجموعه ی ، همنهشت رابطه ی مثال در م کند. عمل Z همانند خارج قسمت

م کند. عمل n بر صحیح اعداد باقیمانده های تمام متناه مجموعه ی

کنیم. بررس م توانیم سادگ به را آن ها مشابه مثال های و فوق تناظرهای توابع بحث از بعد

تمرین

کنید ثابت (a, b) =
{
{a}, {a, b}

}
صورت به مرتب زوج تعریف با .١

X × Y ⊆ P (P (X ∪ Y )) .

کنید ثابت باشند. Y به X از رابطه دو S و R کنید فرض .٢

(R ∪ S)−١ = R−١ ∪ S−١ ب: (R ∩ S)−١ = R−١ ∩ S−١ الف:
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کنید. ثابت را ٣ . ١ . ٣ قضیه ی .٣

کنید. ثابت را د و ج ب، قسمت ٣ . ٢ . ١ قضیه ی .۴

کنید. ثابت را ٣ . ٢ . ٢ قضیه ی .۵

یعن است. شرکت پذیری خاصیت دارای رابطه ها ترکیب کنید ثابت .۶

R ◦ (S ◦ T ) = (R ◦ S) ◦ T.

.R ⊆ R ◦R−١ ◦R کنید ثابت .٧

تنها و اگر A ⊆ Dom(R) کنید ثابت باشد. A ⊆ X و Y به X از رابطه ی R کنید فرض .٨

.A ⊆ R−١ (R(A)) اگر

کنید ثابت باشد. C به B از رابطه ی R و مجموعه D و C ،B ،A کنید فرض .٩

R ◦ (A×B) = A×R(B) الف:

(C ×D) ◦R = R−١(C)×D ب:

که بزنید مثال رابطه ای .١٠

نباشد. متعدی اما باشد، متقارن و انعکاس الف:

نباشد. متقارن اما باشد، متعدی و انعکاس ب:

نباشد. انعکاس اما باشد، متعدی و متقارن ج:

نباشد. انعکاس اما باشد، متعدی و پادمتقارن د:

نباشد. پادمتقارن اما باشد، متعدی و انعکاس ه:

کنید ثابت .١١

است. خودتوان آنگاه باشد، متعدی و انعکاس R اگر الف:
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است. خودتوان آنگاه باشد، متعدی و متقارن R اگر ب:

باشد. X روی رابطه ی R کنید فرض .١٢

.R ∩R−١ = IX و R ◦R = R اگر تنها و اگر است جزئ ترتیب رابطه ی ی R الف:

باشد. هم ارزی و جزئ ترتیب اگر تنها و اگر R = IX ب:

است. کل ترتیب رابطه ی ی I٢ روی قاموس ترتیب رابطه ی کنید ثابت .١٣

است. I٢ در inf و sup دارای قاموس ترتیب با I٢ زیرمجموعه ی هر کنید ثابت .١۴

شود. خوش ترتیب مجموعه ی ی که کنید تعریف ترتیب Z برای .١۵

نیستند. کران بالایی) ترین (کوچ سوپریمم خاصیت دارای گنگ اعداد و گویا اعداد کنید ثابت .١۶

آورید. دست به را (N, |) زنجیرهای .١٧

است. ه مشب ی کردن) (عاد شمردن رابطه ی با ، طبیع اعداد مجموعه ی کنید ثابت .١٨

عناصر باشد. شده تعریف X روی شمردن رابطه ی و X = {٢, ٣, ۴, · · · ١٠} کنید فرض .١٩

آورید. دست به را X ماکزیمال و مینیمال

است. ه مشب ی کل مرتب مجموعه ی هر کنید ثابت .٢٠

است. کامل ه ی مشب ی (P (X),⊆) کنید ثابت .٢١

کنید. ثابت را ٢ . ۴ . ٣ قضیه ی .٢٢

کنید. ثابت را ٢ . ۵ . ٣ قضیه ی .٢٣

کنید. رسم را (P (X),⊆) ه ی مشب نمودار X = {١, ٢, ٣} کنید فرض .٢۴

رسم را (D۶٠, |) ه ی مشب نمودار باشد. ۶٠ علیه های مقسوم مجموعه ی D۶٠ کنید فرض .٢۵

نمایید.
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به X برای را ⩽ رابطه ی باشد. I دامنه ی با مقدار حقیق توابع مجموعه ی X کنید فرض .٢۶

کنید. تعریف زیر صورت

∀f, g ∈ X f ⩽ g ⇐⇒ ∀t ∈ I f(t) ⩽ g(t)

که k = f ∧ g و h = f ∨ g کنید تعریف همچنین

k(x) = (f ∧ g)(x) = min {f(x), g(x)} و h(x) = (f ∨ g)(x) = max {f(x), g(x)}

است. ه مشب ی (X,⩽,∧,∨) کنید ثابت

است. کامل ه مشب ی (D٣٠, ١) کنید ثابت .٢٧

که: بزنید مثال جزئ مرتب مجموعه ی ی از کراندار زیرمجموعه   ی ی .٢٨

باشد. نداشته پایین کران بزرگترین و بالا کران ترین کوچ الف:

باشد. نداشته مینیمال عنصر و ماکسیمال عنصر ب:

باشد. داشته ماکزیمال عنصر ی از بیش و مینیمال عنصر ی از بیش ج:

نیست. ه مشب زیر، نمودار ی رابطه ی در X = {a, b, c, d, e, f} مجموعه ی کنید ثایت .٢٩
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کران ترین کوچ کراندار، بالا از زیرمجموعه ی هر ترتیب خوش مجموعه ی ی در کنید ثابت .٣٠

دارد. تا ی بالای

است. ماکزیمال عنصر و مینیمال عنصر دارای ، متناه جزئ مرتب مجموعه ی ی کنید ثابت .٣١

کنید فرض باشند. باز بازه های از خانوداه ای اجتماع هرگاه م نامیم باز را R زیرمجموعه ی هر .٣٢
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شمول، رابطه ی با O(R) کنید ثابت صورت این در باشد. R باز زیرمجموعه های مجموعه ی O(R)

نیست. بول جبر اما است، هیتنی جبر ی اشتراک و اجتماع

کنید تعریف زیر صورت به را X = Z× (Z \ {٠}) مجموعه ی روی ∼ رابطه ی .٣٣

(a, b) ∼ (r, s)⇐⇒ as = br

است. هم ارزی رابطه ی ی ∼ رابطه ی (١ کنید: ثابت

.(a, b) ∼ (r, s) و اولند هم به نسبت s و r که است موجود (r, s) زوج (a, b) زوج هر ازای به (٢

اولند، هم به نسبت b و a که یریم ب نظر در a/b صورت به را [(a, b)] هم ارزی کلاس هر اگر (٣

.X/ ∼ = Q آنگاه

است.  ∼ رابطه ی همان ad = bc هرگاه a

b
∼′ c

d
با Q روی ∼′ رابطه ی (۴

اگر است هم ارزی رابطه ی ی R کنید: ثابت باشد. X روی انعکاس رابطه ی R کنید فرض .٣۴

.R = R ◦R−١ ◦R اگر تنها و

کنید: ثابت باشند، X روی هم ارزی رابطه ی دو S و R کنید فرض .٣۵

.R ◦ S = S ◦R آنگاه است هم ارزی رابطه ی ی R ◦ S اگر

ثابت باشند. B و A مجموعه ی برای افرازهای ترتیب به {Bj}j∈J و {Ai}i∈I کنید فرض .٣۶

است. A×B برای افراز ی {Ai ×Bj |(i, j) ∈ I × J} کنید

است. هم ارزی رابطه ی R روی زیر رابطه های از ی کدام .٣٧

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Qc الف:

x ∼ y ⇐⇒ |x− y| < ١ ب:

x ∼ y ⇐⇒ x ⩾ y ج:
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بیابید. را زیر خارج قسمت مجموعه های .٣٨

.∇X = X ×X آن در که X/∇X ب: X/IX الف:

نمودار باشد، X = {a, b, c, d, e, f} روی P =
{
{a, b}, {c, d}, {e, f}

}
کنید فرض .٣٩

کنید. رسم را X/P هم ارزی رابطه ی

تحقیق: برای

Bn با و م نامند (Bell) بِل n‐ام عدد را n‐عضویی مجموعه ی ی متفاوت افرازهای تعداد

که کنید ثابت ریاض استقرای با م دهند. نمایش

Bn+١ = ١+
n∑

k=١

(
n

k

)
Bk

= ١+
(
n

١

)
B١ +

(
n

٢

)
B٢ + · · ·+

(
n

n

)
Bn
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تابع

مقدمه

این در اما کردیم. تعریف را تابع گزاره نماها، و وجودی و عموم سورهای مباحث در چه گر

دهیم. قرار بررس مورد گسترده تر طور به را تابع رابطه ها، از خاص حالت عنوان به م خواهیم فصل

آن ردپای تابع، تعریف از قبل حت م کند. ایفا اساس و مهم نقش ریاض شاخه های تمام در تابع

م شود. دیده وضوح به مجموعه ها، روی اعمال و گزاره ها جبر در

تابع ١ . ۴

م دهیم. قرار بررس مورد را تابع پایه ای مفاهیم بخش این در

باشد. Y به X از رابطه ی R کنید فرض .١ . ١ . ۴ تعریف

.Dom(R) = X هرگاه م نامند، کامل رابطه ی را R الف)

م کنند. تعبیر هم مقداری چند توابع به را رابطه هایی چنین

هرگاه م نامند، جزئ تابع ی یا ساده را R ب)

∀(x١, y١), (x٢, y٢) ∈ R, x١ = x٢ ⇒ y١ = y٢

١٢٩
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یعن باشد کامل و ساده هرگاه م نامیم تابع ی را Y به X از f رابطه ی .١ . ٢ . ۴ تعریف

.Dom(f) = X الف)

،f از (y١, y٢) و (x١, y١) عضو دو هر ازای به ب)

x١ = x٢ ⇒ y١ = y٢

م دهیم. نمایش گزاره نما ی صورت به یعن y = f(x) م نویسیم معمولا باشد، (x, y) ∈ f اگر

است. معادل گزاره ها جبر در شده داده تعریف با فوق تعریف .١ . ١ . ۴ قضیه

Dom(f) = X اول شرط بنابه باشد. Y به X از تابع ی f کنید فرض الف)

∀x ∈ X, ∃ y ∈ Y s.t. (x, y) ∈ f

دوم شرط بنابه

∀(x١, y١), (x٢, y٢) ∈ f, x١ = x٢ ⇒ y١ = y٢

لذا

∀x ∈ X, ∃! y ∈ Y s.t. (x, y) ∈ f

به مفهوم همان یریم ب نظر در y = f(x) یا و (x, y) ∈ f همان را P (x, y) گزاره نمای اگر حال

اگر حال م آید. دست

∀x ∈ X, ∃! y ∈ Y s.t. y = f(x)
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آنگاه یریم، ب نظر در م کند صدق فوق سوری گزاره در که مرتب هایی زوج همه ی را f تابع اگر حال

تایی ی سور بنابه و Dom(f) = X عموم سور بنابه

∀(x١, y١), (x٢, y٢) ∈ f, x١ = x٢ ⇒ y١ = y٢

م نامند. f تابع ضابطه ی م دهند، نسبت Y به Xرا اعضای که گزاره نمایی Y Xبه از f تابع در

.Im(R) ⊆ Y و Dom(R) ⊆ X آنگاه باشد، Y Xبه از Rرابطه ای اگر دیدیم رابطه ها مبحث در

همان X بنابراین .Im(f) ⊆ Y و Dom(f) = X آنگاه باشد، تابع ی f : X → Y اگر لذا

با و م نامیم f تابع هم دامنه را Y خاطر همین به است. f تابع تصویر شامل Y اما است، دامنه

نمایش نیز R(f) با را f تابع تصویر م دهیم. نمایش Cod(f) ساده صورت به یا CoDom(f)

است. برد معنای به Range کلمه اول حرف R که م دهند

جمله ی از کامپیوتر، علوم و ریاض شاخه های از برخ در .١ . ١ . ۴ تذکر

تابع f که است ((y = f(x) ضابطه ی با f ((تابع منظور که م کنند استفاده ((y = f(x) ((تابع

است. Im(f) شامل Y به X = Dom(f) از

R از اما است، تابع ی R به R⩾٠ از f(x) =
√
x ضابطه ی با f رابطه ی که بدانید .١ . ١ . ۴ مثال

نیست. برقرار اول شرط که زیرا است. جزئ تابع ی نیست. تابع ی R به

R⩾٠ به [−١, ١] از f اما نیست. تابع R به R از x٢+y٢ = ١ ضابطه ی با f رابطه ی .١ . ٢ . ۴ مثال

است. واضح تر y =
√
١− x٢ صورت به آن ضابطه ی که است تابع ی
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تابع هیچ اما م نامیم، ته تابع را آن که دارد وجود Y مجموعه به ∅ از تا ی تابع ی .١ . ٢ . ۴ تذکر

ندارد. وجود ته به ته غیر مجموعه ی از

به Y = B ،A = X هرگاه برابرند هم با g : X → Y و f : A → B تابع دو .١ . ٣ . ۴ تعریف

.f(x) = g(x) ،x ∈ X هر ازای

f(x) = g(x) x ∈ هر ازای به اگر حت g : X → Z و f : X → Y تابع دو در .١ . ٣ . ۴ تذکر

.Z = Y آنکه ر م نیستند برابر هم با تابع دو ،X

تحدید همان تابع تحدید است. شده داده توضیح هم دامنه و دامنه در رابطه ها تحدید قبل فصل در

است. رابطه

f |A با را f تابع تحدید ،A ⊆ X و باشد تابع ی f : X → Y کنید فرض .۴ . ١ . ۴ تعریف

م کنیم تعریف و داده نمایش

f |A= {(x, y) ∈ f |x∈A}

این در باشد. Im(f) ⊆W ⊆ Y و A ⊆ X و تابع ی f : X → Y کنید فرض .١ . ٢ . ۴ قضیه

صورت

است. Y به A از تابع ی f |A الف)

است. تابع ی ∀x ∈ X g(x) = f(x) ضابطه ی با W به X از g ب)



اوری
د تحت

تابع١٣٣ .١ . ۴

که م دانیم الف) برهان.

Dom(f |A) = Dom(f) ∩A

لذا

Dom(f |A) = X ∩A = A

است. برقرار وضوح به دوم شرط از پس f |A⊆ f که آنجا از

است. برقرار اول شرط پس .X = Dom(f) = Dom(g) که م دانیم ب)

x١ = x٢ اگر پس y٢ = f(x٢) و y١ = f(x١) لذا y٢ = g(x٢) و y١ = g(x١) که کنید فرض

است. تابع ی g پس y١ = g(x١) = g(x٢) پس y١ = y٢ ، f بودن تابع بنابه

تحدید تابع آنگاه ،A ⊆ X اگر حال است. آمده میان به سخن بارها IX همان تابع مورد در قبلا

ضابطه ی با iA : A → X عبارت به م دهیم. نمایش iA با را آن و م نامیم شمول تابع را IX |A

است. A شمول تابع iA(x) = x

f(١) = x ∈ X آن در X∪Yکه به {١, ٢} از f مانند تابع با X×Yرا در (x, y)مرتب زوج هر

کردیم. تعریف f(٢) = y ∈ Y و

م کنیم. معرف مشخصه تابع نام با را {٠, ١} هم دامنه ی با تابع حال

که XA تابع صورت این در باشد. ته غیر مجموعه ی ی A ⊆ X کنید فرض .۵ . ١ . ۴ تعریف

صورت به و ((A کای Aیا ((خ م خواهیم و Aم نامیم مشخصه ی تابع را XA : X → {٠, ١}
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م کنیم. تعریف زیر

XA(x) =

{
١ x ∈ A
٠ x ∈ X \A

توابع ترکیب ٢ . ۴

ترکیب دادیم. قرار بررس مورد را مرکب رابطه ی تصویر و دامنه و رابطه دو ترکیب رابطه، فصل در

است. صورت همان به رابطه عنوان به نیز توابع

است. شده داده g : Y → Z و f : X → Y کنید فرض .٢ . ١ . ۴ تعریف

م کنیم تعریف زیر صوت به و داده نمایش g ◦ f : X → Z با را g و f تابع دو ترکیب

∀ x ∈ X (g ◦ f)(x) = g(f(x))

پس است، Z به X از رابطه ی g ◦ f که آنجا ار ر دی عبارت به

g ◦ f = {(x, z) ∈ X × Z| ∃ y ∈ Y : (x, y) ∈ f f(y, z) ∈ g}

.Dom(g ◦ f) = Dom(f) = X که است بدیه

Im(g ◦ f) = {g(f(x))|x ∈ x}

مفروض g(x) = x٢ − ١ و f(x) = sinx ضابطه های با R روی g و f تابع دو .٢ . ١ . ۴ مثال

f◦g(x) = f(g(x)) = sin(x٢ − ١) صورت این در است.

g◦f(x) = g(f(x)) = g(sinx) = sin٢ x− ١ و

و f(x) = x٢ + ١ ضابطه های با g : R⩾٠ → R و f : R → R کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ مثال

f : R→ R⩾٠ صورت به را f پس Im(f) = [٠,∞) که آنجا از است. شده داده g(x) =
√
x
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کرد. تعریف م توان

صورت این در

g ◦ f(x) = g(f(x)) = g(x٢ + ١) =
√
x٢ + ١

یا و

g ◦ f(x) = g(f(x)) =
√
f(x) =

√
x٢ + ١

صورت همین به

f ◦ g(x) = f(g(x)) = f(
√
x) = (

√
x)٢ + ١

شده اند. داده h : Z →W و g : Y → Z و f : X → Y کنید فرض .٢ . ١ . ۴ قضیه

IY ◦ f = f و f ◦ IX = f الف)

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f ب)

م شود. واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان.

Rرابطه ای اگر A×C∪B×Dپس ⊆ (A∪B)×(C∪D) که دیدیم مجموعه ها، فصل در

از رابطه هایی عنوان به م توان را S و R صورت این در باشد. D به B از رابطه ای S و C به A از

بنابراین و بود خواهد C ∪D به A∪B از رابطه ای نیز R∪S و گرفت نظر در C ∪D به A∪B

C∪Dخواهند A∪Bبه از رابطه ای f ∪g آنگاه Dباشد، Bبه از تابع g Cو Aبه از تابع f اگر

.Dom(f ∪ g) = A ∪ B پس Dom(g) = B و Dom(f) = A ،g و f بودن تابع بنابه بود.

است. کامل رابطه ی ی f ∪ g بنابراین

م شود. بیان زیر قضیه ی در که است لازم شرایط یا شرط f ∪ g بودن تابع برای لذا
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هر ازای به که طوری به باشند تابع دو g : B → D و f : A → C کنید فرض .٢ . ٢ . ۴ قضیه

است. تابع ی C ∪D به A ∪B از h = f ∪ g صورت این در .f(x) = g(x) ،x ∈ A ∩B

است. جزئ تابع ی h که کنیم ثابت است کاف .Dom(h) = A ∪ B که است واضح برهان.

م آید. پیش حالت سه باشند. h در (x, y٢) و (x, y١) کنید فرض

.y١ = y٢ ،f بودن تابع بنابه که باشد. f در (x, y١) و (x, y٢) الف)

.y١ = y٢ ،g بودن تابع بنابه که باشد. g در (x, y٢) و (x, y١) ب)

f(x) = g(x) ، x ∈ A ∩ B هر ازای به فرض بنابه که باشد g در (x, y٢) و f در (x, y١) ج)

.y٢ = g(x) = f(x) = y١ پس

است. تابع ی h یعن و y١ = y٢ حالت هر در بنابراین

م دهند نمایش زیر صورت به را آن و م نامند ضابطه ای دو تابع ی را h تابع معمولا

h(x) = (f ∪ g)(x) =
{
f(x) x ∈ A
g(x) x ∈ B

کرد. تعریف نیز را ضابطه ای چند توابع م توان فوق تعمیم به

است. تابع ی صورت هر در f ∪ g آنگاه ،A ∩B = ∅ اگر که است بدیه

g(x, ١) = f(x)ضابطه ی با g : X×{١} → Y مانند تا ی تابع ی f : X → Y تابع هر ازای به

کرد. تعریف م توان

B و A هم ضرب A⊔B = A×{١} ∪B ×{٢} م دانیم باشند، مجموعه دو B و A اگر حال

است.

گرفت. نتیجه را زیر قضیه م توان راحت به فوق قضیه ی از
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صورت این در باشند. تابع دو g : B → D و f : A → C کنید فرض .٢ . ٣ . ۴ قضیه

است. تابع ی h = f ⊔ g : A ⊔B → C ⊔D

.f ⊔ g = f ∪ g صورت این در C ∩D = ∅ و A ∩B = ∅ اگر که است بدیه

رابطه ی صورت این در باشند. تابع دو g : B → D و f : A → C کنید فرض .۴ . ٢ . ۴ قضیه

است. تابع ی (f × g)(a, b) =
(
f(a), g(b)

)
ضابطه ی با f × g : A×B → C ×D

عضو ی و c ∈ C عضو ی تنها پس b ∈ B و a ∈ A ،(a, b) ∈ A × B کنید فرض برهان.

(c, d) ∈ C ×D بفرد منحصر عضو ی پس g(b) = d و f(a) = c که است موجود d ∈ D

لذا .
(
f(a), g(b)

)
= (c, d) که است موجود چنان

∀(a, b) ∈ A×B, ∃! (c, d) ∈ C ×D s.t.

(f × g)(a, b) =
(
f(a), g(b)

)
= (c, d)

است. C ×D به A×B از تابع ی f × g بنابراین

تاست. ی فوق، قضیه ی در f × g تابع .٢ . ١ . ۴ نتیجه

iX و iY تابع دو صورت این در باشند. ته غیر مجموعه ی دو Y و X کنید فرض .٢ . ١ . ۴ تذکر

وجود i٢(y) = (y, ٢) و i١(x) = (x, ١) که iY : Y → X ⊔ Y و iX : X → X ⊔ Y با

شمول توابع با و داده نمایش i با خاطر همین به م کنند عمل شمول توابع همانند توابع این دارند.

م بریم. نام

و p١(x, y) = x ضابطه های با p٢ : X × Y → Y و p١ : X × Y → X تابع دو همچنین
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روی را X × Y مجموعه ی اگر م نامیم. تصویری توابع را توابع این دارند. وجود p٢(x, y) = y

آن تصویر و x همان Xها محور روی (x, y) نقطه ی تصویر که است بدیه دهیم، نمایش صفحه

م نامیم. تصویری توابع را توابع این دلیل همین به م باشد. y همان Yها محور روی

p٢ : X × Y → Y و p١ : X × Y → X تصویری تابع دو Yو Xو غیرته مجموعه های .۵ . ٢ . ۴ قضیه

بفرد منحصر تابع ی g : Z → Y و f : Z → X تابع دو ازای به صورت این در مفروضند.

.p٢ ◦ h = g و p١ ◦ h = f که است موجود h : Z → X × Y

که hرا رابطه ی باشند. شده داده g : Z → Y و f : Z → X تابع دو کنید فرض برهان.

م کنیم. تعریف زیر ضابطه ی با h : Z → X × Y

∀z ∈ Z h(z) =
(
f(z), g(z)

)
لذا است موجود g(z) و f(z) ،z ∈ Z هر ازای به پس هستند، تابع g و f که آنجا ار

آنگاه ،z١ = z٢ اگر حال .Dom(h) = Z نتیجه در است. موجود h(z) =
(
f(z), g(z)

)
نهایت در و

(
f(z١), g(z١)

)
=

(
f(z٢), g(z٢)

)
بنابراین .g(z١) = g(z٢) و f(z١) = f(z٢)

p١ ◦ h(z) = p١
(
f(z), g(z)

)
= f(z) است. تابع ی h پس h(z١) = h(z٢)

ری دی تابع کنید فرض تاست. ی h م کنیم ثابت حال .p٢ ◦ h(z) = p٢
(
f(z), g(z)

)
= g(z) و

به لذا .p٢ ◦ k = g و p١ ◦ k = f که باشد موجود چنان k : Z → X × Y مانند

از .p٢ ◦ k(z) = p٢(k(z)) = g(z) و p١ ◦ k(z) = p١(k(z)) = f(z) z هر ازای

(x, y) ∈ X × Y تای ی مرتب زوج z ∈ Z هر ازای به پس k : Z → X × Y که آنجا

و p١ ◦ k(z) = p١(x, y) = x = f(z) فرض بنابه k(z) = (x, y) که است موجود چنان
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پس .k = h یعن و k(z) =
(
f(z), g(z)

)
بنابراین .p٢ ◦ k(z) = p٢(x, y) = y = g(z)

فرمایید. دقت زیر جابجایی دیاگرام به موضوع بهتر درک برای تاست. ی h

X X × YP١oo P٢ // Y

Z
f

ccGGGGGGGGGG g

;;wwwwwwwww
h
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م برند. ار ب < f, g > نماد با را فوق تای ی تابع رسته ها نظریه کتابهای از بسیاری در

i٢ : Y → X⊔Y و i١ : X → X⊔Y و ته غیر مجموعه ی Yدو Xو کنید فرض .۶ . ٢ . ۴ قضیه

تابع ی ،g : Y → Z و f : X → Z تابع دو هر ازای به صورت این در یاشند. شمول تابع دو

.h ◦ i١ = f و h ◦ i٢ = g که است موجود چنان h : X ⊔ Y → Z بفرد منحصر

و f١ : X × {١} → Z تا ی تابع دو g : Y → Z و f : X → Z تابع دو با متناسب برهان.

است. موجود g١(y, ٢) = g(y) و f١(x, ١) = f(x) ضابطه های با g١ : Y × {٢} → Z

ضابطه ی با h = f١ ∪ g١ صورت به را h : X ⊔ Y → Z تابع

h(t) =

{
f(x) , t = (x, ١) ∈ X × {١}
g(y) , t = (y, ٢) ∈ Y × {٢}

با h : X ⊔ Y → Z تابع ،g : Y → Z و f : X → Z تابع دو هر ازای به لذا م کنیم. تعریف

h◦ i٢(y) = h(y, ٢) = و h◦ i١(x) = h(x, ١) = f(x) که کرد تعریف م توان فوق ضابطه ی

موضوع بهتر درک برای م کنیم. واگذار خواننده به تمرین عنوان به را قضیه شرایط با hتایی ی .g(y)

فرمایید. دقت زیر جابجایی دیاگرام به
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X
i١ //

f ##G
GG

GG
GG

GG
X ⊔ Y

h
��

Y
i٢oo

g
{{ww
ww
ww
ww
w

Z

و ضرب م برند. ار ب ⌈f, g⌉ نماد با را فوق تای ی تابع رسته ها نظریه کتابهای از بسیاری در

داد. نمایش زیر نمودارهای صورت به فوق قضیه ی دو مفاهیم کم با م توان نیز را توابع هم ضرب

کرد. استفاده C ×D و C ⊔D مجموعه های از ترتیب به فوق قضایای در Z جای به است کاف

C C ×DP١oo P٢ // D

A

f

OO

A×B
P١

oo
P٢

//

f×g

OO

B

g

OO A
i١ //

f
��

A ⊔B
f⊔g
��

B
i٢oo

g

��
C

i١
// C ⊔D D

i٢
oo

مجموعه ی معکوس تصویر و تصویر ٣ . ۴

کرده ایم. تعریف رابطه ی تحت را مجموعه ی معکوس تصویر و تصویر ترتیب، و رابطه فصل در

م کنیم. تعریف دوباره تابع روی را مفاهیم همان

صورت: این در باشد. B ⊆ Y و A ⊆ X و تابع ی f : X → Y کنید فرض .٣ . ١ . ۴ تعریف

م کنیم. تعریف زیر صورت به و داده نمایش f(A) با را f تابع تحت A مجموعه ی تصویر الف)

f(A) = {f(x)|x ∈ A}

تعریف زیر صورت به و داده نمایش f−١(B) با را f تابع تحت B مجموعه ی معکوس تصویر ب)

م کنیم.

f−١(B) = {x ∈ X|f(x) ∈ B}
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یرید. ب نظر در y = x٢ ضابطه ی با را f تابع .٣ . ١ . ۴ مثال

f([−١, ٣]) = [٠, ٩] ب) f((٠, ٢)) = (٠, ۴) الف)

f−١([−۵, ۴]) = [−٢, ٢] د) f−٠])١, ١]) = [−١, ١] ج)

صورت: این در x ∈ X و تابع، ی f : X → Y کنید فرض .٣ . ١ . ۴ قضیه

f(X) = Im(f) د) f({x}) = {f(x)} الف)

f−١(Y ) = X ه) f(∅) = ∅ ب)

f−١(∅) = ∅ ج)

است. بدیه برهان.

صورت: این در باشد. تابع ی f : X → Y کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ قضیه

f(A) ⊆ f(B) آنگاه ،A ⊆ B ⊆ X اگر الف)

.f−١(C) ⊆ f−١(D) آنگاه ،C ⊆ D ⊆ Y اگر ب)

م شود. ثابت راحت به عضوگیری با برهان.

Y زیرمجموعه های از خانواده ی {Bi}i∈I و تابع ی f : X → Y کنید فرض .٣ . ٣ . ۴ قضیه

صورت: این در باشند.

f−١
(∪

i∈I Bi

)
=

∪
i∈I f

−١(Bi) الف)

f−١
(∩

i∈I Bi

)
=

∩
i∈I f

−١(Bi) ب)
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ب) برهان.

x ∈ f−١
(∩

i∈I
Bi

)
⇔ f(x) ∈

∩
i∈I

Bi ⇔ ∀ i ∈ I f(x) ∈ Bi

⇔ ∀ i ∈ I x ∈ f(Bi)⇔ x ∈
∩
i∈I

f−١(Bi)

X زیرمجموعه های از خانواده ی {Ai}i∈I و تابع ی f : X → Y کنید فرض .۴ . ٣ . ۴ قضیه

صورت: این در باشند.

f
(∪

i∈I Ai

)
=

∪
i∈I f(Ai) الف)

f
(∩

i∈I Ai

)
⊆

∩
i∈I f(Ai) ب)

الف) برهان.

y ∈ f
(∪

i∈I
Ai

)
⇔ ∃ x ∈

∪
i∈I

Ai; s.t. y ∈ f(x)

⇔ ∃ i ∈ I ∃ x ∈ Ai; s.t. y = f(x)

⇔ ∃ i ∈ I y ∈ f(Ai)⇔ y ∈
∪
i∈I

f(Ai)

صورت: این در باشند. B ⊆ Y و A ⊆ X و تابع ی f : X → Y کنید فرض .۵ . ٣ . ۴ قضیه

A ⊆ f−١(f(A)) الف)

f(f−١(B)) ⊆ B ب)
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الف) برهان.

x ∈ A⇒ f(x) ∈ f(A)⇒ x ∈ f−١(f(A))

ب)

y ∈ f(f−١(B))⇒ ∃x ∈ f−١(B) s.t. f(x) = y

⇒ f(x) ∈ B ⇒ y ∈ B

x ∈ f−١(B) s.t. f(x) = y

f(x) = y = x٢ مثال در .٣ . ٢ . ۴ مثال

.A ⫋ f−١(f(A)) یعن .f−١(f(A)) = [−٢, ٢] و f(A) = [٠, ۴] آنگاه ،A = [٠, ٢] اگر

پس f(f−١(B)) = [٠, ۴] و f−١(B) = [−٢, ٢] آنگاه ،B = [−۵, ۴] اگر

.f(f−١(B)) ⫋ B

صورت: این در باشد. B ⊆ Y و A ⊆ X و تابع ی f : X → Y کنید فرض .٣ . ١ . ۴ نتیجه

f(A) = f(f−١(f(A))) الف)

f−١(B) = f−١(f(f−١(B))) ب)

صورت: این در باشد. B ⊆ Y و تابع ی f : X → Y کنید فرض .۶ . ٣ . ۴ قضیه

f−١(Bc) = (f−١(B))c
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برهان.

x ∈ f−١(Bc)⇔ f(x) ∈ Bc ⇔ f(x) /∈ B

⇔ x /∈ f−١(B)⇔ x ∈ (f−١(B))c

صورت: این در باشند. A,B ⊆ Y و تابع ی f : X → Y کنید فرض .٣ . ٢ . ۴ نتیجه

f−١(A \B) = f−١(A) \ f−١B

دوسویی و پوشا ، ی به ی تابع ۴ . ۴

از بعض حل یا و توابع بعض تعریف برای حسابان، خصوص به ریاض شاخه های از بسیاری در

به را آن معکوس تابع بتوان تا کرد تحدید هم دامنه و دامنه از را تابع که است آن نیازمند سوالات

هستیم. توابع از بعض ویژگ های تعریف به نیاز خاطر همین به آورد. دست

ی به تابع تعریف شرط گزاره ی هرگاه م نامیم، ی به ی fرا : X → Y تابع .١ . ۴ . ۴ تعریف

که معن بدین شود. تبدیل شرط دو گزاره ی

∀ (x١, y١), (x٢, y٢) ∈ f x١ = x٢ ⇔ y١ = y٢

x١, x٢ ∈ X عضو دو هر ازای به هرگاه است ی به ی تابع ی f ر دی عبارت به

f(x١) = f(x٢)⇔ x١ = x٢

آنگاه f(x١) = f(x٢) اگر ،x١, x٢ ∈ X عضو دو هر ازای به هرگاه است ی به ی f تابع پس

.f(x١) ̸= f(x٢) آنگاه ،x١ ̸= x٢ اگر نقیض عکس قانون بر بنا و .x١ = x٢
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ر دی عبارت به .Im(f) = Y هرگاه گوییم، پوشا را f : X → Y تابع .٢ . ۴ . ۴ تعریف

∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X s.t. f(x) = y

صورت این در باشد. پوشا و ی به ی هرگاه گوییم دوسویی را f : X → Y تابع .٣ . ۴ . ۴ تعریف

معادل یا متناظر هم با Y و X م گوییم همچنین و است Y و X بین ی به ی تناظر ی f گوییم

هستند.

هرگاه است f : X → Y تابع ر دی عبارت به

∀ y ∈ Y ∃! x ∈ X s.t. f(x) = y

باشد. تابع ی f : X → Y کنید فرض .۴ . ۴ . ۴ تعریف

که باشد موجود چنان g : Y → X مانند تابع هرگاه است، چپ معکوس دارای f گوییم الف)

.g ◦ f = IX

که باشد موجود چنان h : Y → X مانند تابع هرگاه است راست معکوس دارای f گوییم ب)

.f ◦ g = IY

صورت به راست و چپ معکوس و است. دوسویی y = ٢x+٣ صورت به خط تابع .١ . ۴ . ۴ مثال

دارد. y =
x− ٣
٢

است ی به ی f(x) =
√
x ضابطه ی با f : R⩾٠ → R(Im(f) = R⩾٠) تابع .٢ . ۴ . ۴ مثال

نیست. پوشا اما
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نیست. ی به ی اما است پوشا f(x) = x٣ − x ضابطه ی با f : R→ R تابع .٣ . ۴ . ۴ مثال

f(٠) = f(١) = f(−١) = ٠

پوشا. نه و است ی به ی نه f(x) = sinx ضابطه ی با f : R→ R تابع .۴ . ۴ . ۴ مثال

نیست. تا ی همیشه وجود صورت در تابع ی راست معکوس یا و چپ معکوس .١ . ۴ . ۴ تذکر

است. چپ معکوس بی نهایت دارای f(x) =
√
x ضابطه ی با f : R⩾٠ → R تابع .۵ . ۴ . ۴ مثال

هستند. f چپ معکوس زیر های ضابطه با h و g تابع دو مثلا

h(x) =

{
x٢ , x ⩾ ٠
١ , x < ٠ g(x) =

{
x٢ , x ⩾ ٠
٠ , x < ٠

پس x ⩾ ٠ و f(x) ⩾ ٠ که آنجا ار

g ◦ f(x) = g(f(x)) = (f(x))٢ = (
√
x)٢ = x

h ◦ f(x) = h(f(x)) = · · · = x

دارد. راست معکوس بی نهایت f : R→ ثابت{٠} تابع .۶ . ۴ . ۴ مثال

صورت این در باشد. راست معکوس و چپ معکوس دارای f : X → Y کنید فرض .١ . ۴ . ۴ قضیه

برابرند. هم با راست و چپ معکوس های تمام

راست معکوس ی h : Y → X و دلخواه چپ معکوس ی g : Y → X کنید فرض برهان.

قضیه ی بنابه .f ◦ g = IY و g ◦ f = IX راست و چپ معکوس تعریف بر بنا باشد. دلخواه

٢ . ١ . ۴

g = g ◦ IY = g ◦ (f ◦ h) = (g ◦ f) ◦ h = IX ◦ h = h
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.g = h پس

معکوس ی و برابرند هم با آنها همه ی آنگاه باشد، داشته راست و چپ معکوس f اگر بنابراین

که طوری به م دهیم نشان f−١ نماد با را آن که بفرد منحصر

f ◦ f−١ = IY و f−١ ◦ f = IX

است. معکوس پذیر f گوییم صورت این در

.f−١ = {(y, x)|(x, y) ∈ f} یریم، ب نظر در رابطه ی عنوان به را f اگر حال

باشد. دوسویی اگر تنها و اگر است معکوس پذیر ،f : X → Y تابع .٢ . ۴ . ۴ قضیه

آنگاه باشد، دوسویی f اگر برهان.

∀ y ∈ Y ∃ ! x ∈ X s.t. (x, y) ∈ f

پس

(f(x), x) ∈ f−١

یا و

∀ y ∈ Y ∃ ! x ∈ X s.t. (y, x) ∈ f−١

و است تابع ی f−١ لذا

f−١ ◦ f(x) = f−١(f(x) = x

f−١ ◦ f(y) = f(x) = y
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آنگاه باشد، معکوس پذیر f اگر حال

∀ x ∈ X , ∀ y ∈ Y

f−١ ◦ f(x) = x

f ◦ f−١(y) = y

به ی f پس x١ = x٢ نتیجه در f−١(f(x١)) = f−١(f(x٢)) آنگاه ،f(x١) = f(x٢) اگر

و است ی

∀ y ∈ Y ∃ ! x ∈ X s.t. f−١(y) = x , f ◦ f−١(y) = f(x) = y

است. پوشا f پس

که م یابیم دست ری دی مفاهیم به باشیم داشته را پوشایی یا ی به ی شرایط از ی اگر حال

م کنیم. بیان زیر قضایای در

هم ارزند. هم با زیر شرایط صورت این در است. شده داده f : X → Y کنید فرض .٣ . ۴ . ۴ قضیه

است. ی به ی f الف)

،{Ai}i∈I مانند X مجموعه های زیر از خانواده هر ازای به ب)

f(
∩
i∈I

Ai) =
∩
i∈I

f(Ai)

است. چپ معکوس دارای f ج)

.h = k آنگاه f ◦ h = f ◦ k اگر ،X به Z از k و h تابع دو هر ازای به د)
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م کنیم. ثابت مرحله دو با را فوق قضیه ی برهان.

الف⇔ب. اول:

بود. خواهند معادل هم، با گزاره ها تمام پس ←الف. ←د الف←ج دوم:

الف←ب: اول: مرحله

y ∈ f(
∩
i∈I

Ai) ⇔ ∃ x٠ ∈
∩
Ai s.t. y = f(x٠)

⇔ ∃ x٠ ∈ Ai , ∀ i ∈ I s.t. y = f(x٠)

⇔ ∃ x٠ ∈ Ai , ∀ i ∈ I y = f(x٠) ∈ f(Ai)

⇔ ∃ x٠ ∈ Ai , y = f(x٠) ∈
∩
i∈I

f(Ai)

⇔ y ∈
∩
i∈I

f(Ai)

A٢ = {x٢} و A١ = {x١} کنید تعریف باشند. X عضو دو x١ ̸= x٢ کنید فرض ب←الف:

f(A١ ∩A٢) = f(A١)∩ f(A٢) فرض بر بنا A١ ∩A٢ = {x١}∩ {x٢} = صورت∅ این در

م دانیم اما f(A١) ∩ f(A٢) = f(∅) = پس∅

f(A٢) = f({x٢}) = {f(x٢)} و f(A١) = f({x١}) = {f(x١)}

است. ی به ی f بنابراین f(x١) ̸= f(x٢) یعن {f(x١)} ∩ {f(x٢)} = پس∅

الف←ج دوم: مرحله

پس است دوسویی f :→ Im(f) صورت این در باشد. ی به ی f : X → Y کنید فرض

∀ y ∈ Im(f) ∃ ! x ∈ X s.t. f(x) = y

است. موجود x٠ ∈ X ی حداقل پس است شده گرفته نظر در ته غیر X که آنجا از
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م باشد. f چپ معکوس ی زیر ضابطه ی با g : Y → X تابع

g(y) =

{
x , f(x) = y ∈ Im(f)
x٠ , y ∈ Y \ Im(f)

.gof(x) = g(f(x)) = x ،x ∈ X هر ازای به که زیرا

دارد. چپ معکوس f پس

باشند چنان h, k : Z → X تابع دو و باشد f چپ معکوس g : Y → X کنید فرض ←د: ج

بنابه g ◦ (f ◦h) = g ◦ (f ◦ k) آنگاه کنیم، ترکیب چپ طرف از را g اگر پس f ◦h = f ◦ k که

داریم توابع ترکیب در شرکت پذیری خاصیت

(g ◦ f) ◦ h = (g ◦ f) ◦ k

نتیجه در و g ◦ f = IX پس است f چپ معکوس g که آنجا ار

IX ◦ h = IX ◦ k ⇒ h = k

تساوی f ◦ h = f ◦ k تساوی و h, k : Z → X تابع دو هر ازای به کنید فرض ←الف: د

است. ی به ی f که م کنیم ثابت آنگاه دهد. نتیجه را h = k

و h(z) = x١ ،Z = {z} کنید تعریف f(x١) = f(x٢) کنید فرض ،f ی به ی برای

f ◦ h = f ◦ k پس f(x٢) = f ◦ k(z) و f(x١) = f ◦ h(z) بنابراین و .k(z) = x٢

انتخاب دلخواه x٢ و x١ که آنجا از .x١ = x٢ نتیجه در h(z) = k(z) یعن h = k فرض بنابه

است. ی به ی f پس شده اند،

چنان x ∈ X ی حداقل y ∈ Y هر ازای به آنگاه باشد پوشا تابع ی f : X → Y اگر حال

ته غیر f−١({y}) ،y ∈ Y هر ازای به پس x ∈ f−١({y}) یعن f(x) = y که است موجود
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که م دانیم است.

X = f−١(Y ) = f−١(
∪
y∈Y
{y}) =

∪
y∈Y

f−١({y})

م پوشاند. را X ،{f−١({y})|y ∈ Y } یعن

زیرا: .f−١({y١}) ∩ f−١({y٢}) = ∅ آنگاه y١ ̸= y٢ اگر که است بدیه

. f−١({y١}) ∩ f−١({y٢}) = f−١({y١} ∩ {y٢}) = f−١(∅) = ∅

هر که آنجا از م دهد. یل تش X برای افراز ی {f−١({y})|y ∈ Y } فوق توضیحات به توجه با

م آید. دست به زیر هم ارزی رابطه ی پس م دهد، هم ارزی ی یل تش افراز،

x١ ∼ x٢ ⇔ ∃ y ∈ Y x١, x٢ ∈ f−١({y})

پس f(x١) = f(x٢) = y که آنجا از ر دی عبارت به

x١ ∼ x٢ ⇔ f(x١) = f(x٢)

.f(x) = y که [x] = f−١({y}) و

کلاس از عضو ی م توانیم y ∈ Y هر ازای به پس است. ته غیر هم ارزی کلاس هر که م دانیم

قبول به منوط انتخابی چنین که است ذکر به لازم البته کنیم. انتخاب f(x) = y که [x] هم ارزی

کرد. خواهیم صحبت مشروح طور به آن معادل های با آن از آت فصل های در که است انتخاب اصل

با را g : Y → X تابع م توانیم داریم [x] از x ∈ X نماینده ی y ∈ Y هر ازای به که حال

f−١({y}) از بفرد منحصر عضو ی x که کنیم. تعریف f(x) = y که g(y) = x ضابطه ی

است. شده انتخاب
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معادلند. هم با زیر شرایط صورت این در است. شده داده f : X → Y کنید فرض .۴ . ۴ . ۴ قضیه

است. پوشا f الف)

دارد. راست معکوس f ب)

.h = k آنگاه ،h ◦ f = k ◦ f اگر h, k : Y → Z تابع دو هر ازای به ج)

←الف. الف←ب←ج م کنیم ثابت قضیه اثبات برای برهان.

{f−١({y})|y ∈ Y } فوق مطالب بنابه باشد. پوشا f : X → Y کنید فرض ب: ← الف

(f(x) = y) که g(y) = x صورت به را g : Y → X تابع م دهد. X برای افراز ی یل تش

م کنیم. تعریف فوق همانند x ∈ f−١({y})

g پس .x ∈ f−١({y}) که زیرا f ◦ g(y) = f(g(y)) = f(x) = y, y ∈ Y هر ازای به

است. f راست معکوس

.h◦f = k◦f که باشند چنان h, k : Y → Z تابع دو و f راست معکوس g کنید فرض ب←ج:

آنگاه کنیم، ترکیب راست از را g تابع اگر

(h ◦ f) ◦ g = (k ◦ f) ◦ g

توابع ترکیب در شرکت پذیری خاصیت بنابه

h ◦ (f ◦ g) = k ◦ (f ◦ g)

لذا و f ◦ g = IY پس است f راست معکوس g که آنجا از

h ◦ IY = k ◦ IY ⇒ h = k



اوری
د تحت

دوسویی١۵٣ و پوشا ، ی به ی تابع .۴ . ۴

دهد نتیجه ،h ◦ f = k ◦ f تساوی h, k : Y → Z تابع دو هر ازای به کنید فرض ←الف: ج

م کنیم. استفاده نقیض عکس قانون از است. پوشا تابع ی f م کنیم ثابت فرض، این با .h = k

مجموعه ی .y٠ ∈ Y \Im(f) کنید فرض Im(f) ̸= Y صورت این در نباشد. پوشا f کنید فرض

یرید ب نظر در زیر ضوابط با k و h متفاوت تابع دو و Z = {z٠, z١, z٢} عضوی سه

h(y) =

{
z٠ , y ̸= y٠
z١ , y = y٠

k(y) =

{
z٠ , y ̸= y٠
z٢ , y = y٠

اما .h ̸= k پس z١ ̸= z٢ که آنجا از

h ◦ f(x) = h(f(x)) = z٠ و k ◦ f(x) = k(f(x)) = z٠

م دانید است. پوشا f بنابراین است. قضیه فرض با متناقض این و .h ̸= k و h◦ f = k ◦ f یعن

،h ◦ f = k ◦ f اگر نقیض پس .∼ (p → q) ≡ p∧ ∼ q آنگاه باشند، گزاره دو q و p اگر که

.h ̸= k و h ◦ f = k ◦ f با است معادل h = k آنگاه

که شد ثابت قبلا دارد. راست معکوس و چپ معکوس آنگاه باشد، دوسویی f : X → Y اگر

و برابرند هم با راست و چپ معکوس های تمام آنگاه باشد، داشته راست و چپ معکوس تابع اگر

معکوس پذیر و دوسویی تابع هم ارزی قبلا چه اگر است. f معکوس که م شود داده نمایش f−١ با

که: گرفت نتیجه م توان نیز فوق قضیه ی دو از اما کردیم ثابت را بودن

باشد. دوسویی f اگر تنها و اگر است معکوس پذیر f : X → Y تابع .١ . ۴ . ۴ نتیجه

ی f پس است f راست و چپ معکوس f−١ آنگاه باشد، معکوس پذیر f : X → Y اگر برهان.

پوشاست. و ی به
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مانند پوشا تابع ی صورت این در باشند مجموعه دو B و A کنید فرض .١ . ۴ . ۴ گزاره

دارد. وجود f : A ⊔B → A ∪B

وجود iB : B → A ∪ B و iA : A → A ∪ B شمول تابع دو که است بدیه برهان.

که است موجود چنان f : A ⊔ B → A ∪ B فرد به منحصر تابع پس ۶ . ٢ . ۴ قضیه بنابه دارد.

است. واضح آن پوشایی f تعریف از .f ◦ i٢(b) = iB(b) = b و f ◦ i١(a) = iA(a) = a

A∪B از ی به ی تابع ی صورت این در باشند. مجموعه Bدو Aو کنید فرض .٢ . ۴ . ۴ نتیجه

دارد. وجود A ⊔B به

مانند راست معکوس ی پس پوشاست فوق قضیه ی در f : A ⊔ B → A ∪ B آنجا از برهان.

لذا و است g چپ معکوس f بنابراین .f ◦ g = IA∪B که طوری به دارد g : A ∪B → A ⊔B

است. ی به ی g

ی با هم ارز A ∪ B صورت این در باشند. مجموعه  دو B و A کنید فرض .٣ . ۴ . ۴ نتیجه

است. A ⊔B زیرمجموعه ی

نوشت: م توان ساده صورت به برهان.

A ∪B = A ∪ (B \A) ∼= A ⊔ (B \A)

و

A ⊔ (B \A) = A× {١} ∪ (B \A)× {٢} ⊆ A× {١} ∪B × {٢} = A ⊔B.
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توابع) اساس (قضیه ۵ . ۴

وسیله ی به شده تولید هم ارزی رابطه ی ∼ و پوشا تابع ی f : X → Y کنید فرض .١ . ۵ . ۴ قضیه

f : X/ ∼→ Y دوسویی تابع ی f صورت این در باشد. X برای {f−١({y})|y ∈ Y } افراز

م کند. القا f([x]) = f(x) ضابطه ی با

،[x] ∈ X/ ∼ هر ازای به است). تابع ی f (یعن است تعریف خوش f م کنیم ثابت ابتدا برهان.

هم ارزی رابطه ی تعریف بنابه آنگاه [x١] = [x٢] اگر حال دارد. وجود f(x) = y صورت به y ی

است. تابع ی f بنابراین و f([x١]) = f([x٢]) پس f(x١) = f(x٢)

کنید فرض است. ی به ی f م کنیم ثابت حال

f([x١]) = f([x٢]) ⇒ f(x١) = f(x٢) ⇒ x١ ∼ x٢

است بدیه f تابع پوشایی بنابه است. ی به ی f پس [x١] = [x٢] هم ارزی کلاس های افراز بنابه

[x] = f−١({y})پس f(x) = y که است موجود چنان x ∈ X ی حداقل y ∈ Y هر ازای به که

ی به ی تناظر ی و دوسویی تابع ی f بنابراین است. پوشا f پس f({x}) = f(x) = y و

م باشد. Y و X/ ∼ بین

اگر و است. ی به ی تناظر ی IX : X → X ،X مجموعه ی هر ازای به که است بدیه

و f : X → Y اگر است. دوسویی نیز f−١ : Y → X آنگاه باشد، دوسویی f : X → Y

معکوس f−١ ◦ g−١ : Z → X که کرد ثابت م توان سادگ به نگاه باشد، دوسویی g : Y → Z

است. دوسویی g ◦ f لذا و است g ◦ f

م توان و است هم ارزی رابطه ی ی مجموعه ها، بین تناظر رابطه ی که م شود نتیجه فوق مطالب از
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ترتیب، و رابطه فصل از افراز و هم ارزی بخش مطالب در آورد. دست به را آنها هم ارزی کلاس های

همه ی و گرفت نظر در سان ی صورت به را هم ارزی کلاس هر اعضای م توان که شد داده توضیح

نگریست. دید ی با را آنها

مجموعه ی دو حاصلضرب عنوان به م توان X×Yباشد با متناظر که را ای مجموعه هر مثال عنوان به

هم ضرب عنوان به م توان باشد X ⊔ Y با متناظر که را مجموعه ای هر و گرفت. نظر در Y و X

گرفت. نظر در Y و X مجموعه ی دو

عنوان به هستند مجموعه آن اعضای که را قسمت خارج مجموعه های م توانید فوق توضیحات با

کنید. مشاهده آشنا مجموعه های

به و پوشاست تابع ی f یرید. ب نظر در f(x) = [x] ضابطه ی با f : R→ Z تابع .١ . ۵ . ۴ مثال

،n ∈ Z هر ازای

f−١({n}) = {x ∈ R| [x] = n}

دهیم، نمایش x با را x هم ارزی کلاس اگر x١ ∼ x٢ ⇔ [x١] = [x٢] دیدیم پوشا توابع بحث در

است. Z همان R/ پس∽ است. دوسویی تابع ی f(x) = [x] ضابطه ی با f : R/ ∼→ Z تابع

خلاف مثبت جهت در و واحد شعاع و مبدا مرکز به مثلثات دایره ی S١ کنید فرض .٢ . ۵ . ۴ مثال

نظر در f(t) = (cos ٢πt, sin ٢πt) ضابطه ی با را f : R → S١ تابع باشد. ساعت عقربه ی

که م دانید یرید. ب

sin(٢kπ + θ) = sin θ , cos(٢kπ + θ) = cos θ
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داریم. قبل مفاهیم از استفاده با را زیر هم ارزی رابطه ی و پوشاست تابع ی f تابع

t١ ∼ t٢ ⇔ f(t١) = f(t٢)

پس

t١ ∼ t٢ ⇔ (cos ٢πt١, sin ٢πt١) = (cos ٢πt٢, sin ٢πt٢)

یعن

t١ ∼ t٢ ⇔ cos ٢πt١ = cos ٢πt٢ , sin ٢πt١ = sin ٢πt٢

،k ∈ Z ازای به لذا

t١ ∼ t٢ ⇔ ٢πt٢ = ٢kπ + ٢πt١

،k ∈ Z نتیجه در

t١ ∼ t٢ ⇔ t٢ = k + t١

یعن

t١ ∼ t٢ ⇔ t٢ − t١ ∈ Z

ضابطه ی با f : R/Z→ S١ تابع دهیم، نمایش R/Z با را R/ اگر∽ حال

است. مثلثات دایره ی همان R/Z بنابراین است. دوسویی تابع ی f([t]) = (cos ٢πt, sin ٢πt)

z = x + iy مختلط عدد ی صورت به را صفحه از A(x, y) نقطه هر اگر مطالعه: برای

مختلط عدد هر م توان آنگاه کنیم، تعریف معمول ضرب و جمع آن روی و بنویسیم i٢ = −١ که
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z = x+iy مختلط عدد هر و e٢kπi = e٠ = ١ آن در که بنویسیم eiθ صورت به را cos θ+i sin θ

مثبت محور با OA زاویه ی θ و |z| =
√
x٢ + y٢ آن در که بنویسیم z = |z| · eiθ صورت به را

نوشت. f(t) = e٢πti صورت به م توان را فوق مثال در f تابع تعاریف این با است. xها

مجموعه ها تناظر ۶ . ۴

تناظرها از بعض م خواهیم آمد، میان به صحبت تناظر رابطه ی با مجموعه ها هم ارزی مورد در که حال

A مجموعه ی دو هر ازای به اگر آنگاه دهیم، نمایش ∼= نماد با را تناظر رابطه ی اگر کنیم. بررس را

م کنیم: تعریف B و

A ∼= B ⇔ ∃ f : A
١−١
onto

// B

کرد. تعریف بتوان آنها بین دوسویی تابع ی هرگاه A ∼= B

صورت این در .B ∼= D و A ∼= C کنید فرض .١ . ۶ . ۴ قضیه

A×B ∼= C ×D الف)

A ⊔B ∼= C ⊔D ب)

شد ثابت قبلا باشند. دوسویی تابع دو g : B → D و f : A → C کنید فرض الف: برهان.

خوش (f × g) = (a, b) = (f(a), g(b)) ضابطه ی با f × g : A × B → C ×D تابع که

است. دوسویی f × g م کنیم ثابت است. تعریف

لذا (f(a١), g(b١)) = (f(a٢), g(b٢)) آنگاه ،(f × g)(a١, b١) = (f × g)(a٢, b٢) اگر

در b١ = b٢ و a١ = a٢ ،g و f ی به ی بنابه g(b١) = g(b٢) و f(a١) = f(a٢)

دلخواه عضو ،f × g پوشایی برای است. ی به ی f × g یعن (a١, b١) = (a٢, b٢) نتیجه



اوری
د تحت

مجموعه ها١۵٩ تناظر .۶ . ۴

که موجودند چنان b ∈ B و a ∈ A و g و f پوشایی بنابه یرید. ب نظر در را (c, d) ∈ C ×D

پوشاست. f × g یعن (f × g)(a, b) = (f(a), g(b)) = (c, d) پس g(b) = d و f(a) = c

این در A ∪ B ∼= C ∪D م کنیم ثابت و C ∩D = ∅ و A ∩ B = ∅ م کنیم فرض ابتدا ب:

که م دانید است. دوسویی f ∪ g : A ∪B → C ∪D صورت

(f ∪ g)(x) =
{
f(x) , x ∈ A
g(x) , x ∈ B

.(f ∪ g)(x١) = (f ∪ g)(x٢) کنید فرض ،f ∪ g ی به ی برای

یا x١, x٢ ∈ A یعن این و نیست. f(x) = g(x′) حالت هیچ در پس C ∩D = ∅ که آنجا ار

ی بنابه (f∪g)(x٢) = f(x٢) و (f∪g)(x١) = f(x١) آنگاه ،x١, x٢ ∈ A اگر ،x١, x٢ ∈ B

(f ∪g)(x٢) = g(x٢) و (f ∪g)(x١) = g(x١) آنگاه ،x١, x٢ ∈ B اگر و x١ = x٢ ،f ی به

.x١ = x٢ ،g ی به ی بنابه

موجود چنان x ∈ A ،f پوشایی بنابه y ∈ C اگر y ∈ D یا y ∈ C ،y ∈ C ∪ D هر ازای به

چنان x ∈ B ،g پوشایی بنابه آنگاه ،y ∈ D اگر و (f ∪ g)(x) = y لذا f(x) = y که است

پوشاست. f ∪ g پس (f ∪ g)(x) = y لذا و f(x) = y که است موجود

, Y و X مجموعه ی دو هر ازای به و X ∼= X × {١} , X مجموعه ی هر ازای به که است بدیه

فوق: مطلب و الف قسمت بنابه . X × {١} ∩ Y × {٢} = ∅

A ⊔B = A× {١} ∪B × {٢} ∼= C × {١} ∪D × {٢} = C ⊔D

م دهند. نشان را فوق مفاهیم زیر جابجایی دیاگرام های



اوری
د تحت

تابع .۴ ١۶٠فصل

C C ×DP١oo P٢ // D

A

f ∼=

OO

A×B
P١

oo
P٢

//
��

f×g

OO

B

g∼=

OO A
i١ //

f ∼=
��

A ⊔BOO
f⊔g
��

B
i٢oo

g∼=
��

C
i١
// C ⊔D D

i٢
oo

صورت: این در .Xi
∼= Yi ،i = ١, ٢, · · · , n ازای به کنید فرض .١ . ۶ . ۴ نتیجه

X١ ×X٢ × · · · ×Xn
∼= Y١ × Y٢ × · · · × Yn الف:

X١ ⊔X٢ ⊔ · · · ⊔Xn
∼= Y١ ⊔ Y٢ ⊔ · · · ⊔ Yn ب:

م آید. به دست سادگ به نتیجه فوق، قضیه ی از استفاده با و استقراء با برهان.

آنگاه: ،X ∼= Y اگر .٢ . ۶ . ۴ نتیجه

.
⊔n

i=١X
∼=

⊔n
i=١ Y ب: Xn ∼= Y n الف:

صورت به
∏∞

n=١Xn عضو هر که م دانید باشد، ته غیر مجموعه های از خانواده ای {Xn}n∈N اگر

زوج صورت به
⊔∞

n=١Xn عضو هر و xn ∈ Xn ،n هر ازای به که است (x١, x٢, · · · ) دنباله ی

.
⊔∞

n=١Xn =
∪∞

n=١Xn × {n} که زیرا xn ∈ Xn که است (xn, n)

صورت: این در .Xn
∼= Yn ،n ∈ N هر ازای به کنید فرض .٢ . ۶ . ۴ قضیه

.
⊔∞

n=١Xn =
⊔∞

n=١ Yn ب:
∏∞

n=١Xn
∼=

∏∞
n=١ Yn الف:

تابع است. موجود fn : Xn → Yn دوسویی تابع ،n هر ازای به کنید فرض الف: برهان.

صورت به را f =
∏∞

n=١ fn

f(x١, x٢, x٣, · · · ) = (f١(x١), f٢(x٢), · · · )
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م آید. دست به سادگ به f تعریف خوش م کنیم. تعریف

م کنیم فرض حال

f(a١, a٢, · · · ) = f(b١, b٢ · · · )

دنباله ی پس

(f١(a١), f٢(a٢), · · · ) = (f١(b١), f٢(b٢), · · · )

ازای به ،fn ی به ی بنابه fn(an) = fn(bn) ،n ∈ Nهر برای بنابراین هستند. مساوی هم با

لذا .an = bn n ∈ N هر

(a١, a٢, · · · ) = (b١, b٢, · · · )

ازای به یعن .(y١, y٢, · · · ) ∈
∏∞

n=١ Yn کنید فرض ،f پوشایی برای است. ی به ی f یعن

که است موجود چنان xn ∈ Xn ،n ∈ N هر ازای به ،fn پوشایی بنابه .yn ∈ Yn n ∈ N هر

و (f١(x١), f٢(x٢), · · · ) = (y١, y٢, · · · ) لذا fn(xn) = yn

که است موجود (x١, x٢, · · · ) ∈
∏∞

n=١Xn بنابراین .f(x١, x٢, · · · ) = (y١, y٢, · · · )

پوشاست. f پس f(x١, x٢, · · · ) = (y١, y٢, · · · )

،m ̸= n هر ازای به و Xn × {n} ∼= Yn × {n} ،n هر ازای به که است بدیه ب:

بنابراین Xn × {n} ∩Xm × {m} = ∅⊔∞
n=١Xn =

∪∞
n=١Xn × {n} ∼=

∪∞
n=١ Yn × {n} =

⊔∞
n=١ Yn

کنید تعریف f(xn, n) = fn(xn) ضابطه ی با را f :
⊔∞

n=١Xn →
⊔∞

n=١ Yn تابع است کاف

است. دوسویی f کنید ثابت و
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عضو هر که م دانید آنگاه باشد، ته غیر مجموعه های از اندیس دار خانواده ای {Xi}i∈I اگر

.f(i) ∈ Xi ،i ∈ I هر ازای به که است f : I →
∪

i∈I Xi مانند تابع صورت به
∏

i∈I Xi

عضو هر و .f(i) = xi که م دهیم نمایش (xi) صورت به را f ∈
∏

i∈I Xi مواقع بسیاری در

.xi ∈ Xi که است (xi, i) زوج صورت به
⊔

i∈I Xi

ته غیر مجموعه های از اندیس دار خانواده ی دو {Yi}i∈I و {Xi}i∈I کنید فرض .٣ . ۶ . ۴ قضیه

صورت: این در .Xi
∼= Yi ،i ∈ I هر ازای به که طوری به ⊔باشند

i∈I Xi
∼=

⊔
i∈I Yi:ب

∏
i∈I Xi

∼=
∏

i∈I Yi الف:

تابع باشد. موجود fi : Xi → Yi دوسویی تابع ،i ∈ I هر ازای به کنید فرض الف: برهان.

ر دی عبارت به م کنیم. تعریف f(xi) = (fi(xi)) ضابطه ی با را f :
∏

i∈I Xi →
∏

i∈I Yi

ضابطه ی با h : I →
∪

i∈I Yi تای ی تابع ،g(i) ∈ Xi که g : I →
∪

i∈I Xi هر ازای به

م توان قبل قضایای همانند .f(g) = h کنید تعریف آورد. دست به م توان h(i) = fi(g(i))

است. دوسویی f که کرد ثابت

است. قبل قضایای همانند اثبات روال ب:

:I مجموعه ی هر ازای به آنگاه ،X ∼= Y اگر .٣ . ۶ . ۴ ⊔نتیجه
I X
∼=

⊔
I Y پ: XI ∼= Y I الف:

IX ∼= IY ب:

است. g : I → X مانند تابع صورت به XI عضو هر که م دانید الف: برهان.

ازای به h(g) = f ◦ g ضابطه ی با h : XI → Y I تابع باشد. دوسویی f : X → Y کنید فرض
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است. دوسویی تابع ی g : I → X هر

است. دوسویی k : Y → I هر ازای به h(k) = k ◦ f ضابطه ی با h : IY → IX تابع ب:

.X × I ∼= Y × I که است بدیه پس
⊔

I X = X × I که م دانید پ:

صورت: این در .I ∼= J و X ∼= Y کنید فرض .۴ . ۶ . ۴ قضیه

.
⊔

I X
∼=

⊔
J Y ب: .XI ∼= Y J الف:

h : I → X تابع هر ازای به باشند. دوسویی g : I → J و f : X → Y کنید فرض الف: برهان.

ضابطه ی با را φ : XI → Y J تابع حال آورد. دست به را J g−١
−→ I

h−→ X
f−→ Y تابع م توان

g و f که آنجا از h١, h٢ : I → X تابع دو هر ازای به کنید. تعریف φ(h) = f ◦ h ◦ g−١

کرد. حذف یا ترکیب را آنها م توان هستند دوسویی

h١ = h٢ ⇔ f ◦ h١ ◦ g−١ = f ◦ h٢ ◦ g−١ ⇔ φ(h١) = φ(h٢)

که صورت بدین

φ(h١) = φ(h٢)⇒ f ◦ h١ ◦ g−١ = f ◦ h٢ ◦ g−١

⇒ f−١ ◦ (f ◦ h١ ◦ g−١) ◦ g = f−١ ◦ (f ◦ h٢ ◦ g−١) ◦ g

توابع ترکیب شرکت پذیری بنابه

(f−١ ◦ f) ◦ h١ ◦ (g−١ ◦ g) = (f−١ ◦ f) ◦ h٢ ◦ (g−١ ◦ g)

⇒ IX ◦ h١ ◦ II = IX ◦ h٢ ◦ II ⇒ h١ = h٢
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k : I → Y هر ازای به است. ی به ی تابع ی φ پس

φ(f−١ ◦ k ◦ g) = f ◦ (f−١ ◦ k ◦ g) ◦ g−١ = (f ◦ f−١) ◦ k ◦ (g ◦ g−١)

= IY ◦ k ◦ II = k

است. دوسویی φ نتیجه در پوشاست. و ی به ی φ پوشاست. φ پس

نمایش نیز hom(X,Y ) صورت به را Y X مجموعه ها نظریه کتابهای از بسیاری در .١ . ۶ . ۴ تذکر

م دهند.

Y X = hom(X,Y ) = {f : X → Y است.| تابع ی f }

مانند تابع عنوان به را (x, y) مرتب زوج هر و X٢ = {(x, y)|x, y ∈ X} که دارید یاد به

مجموعه دو توان و تعریف این با .f(٢) = y و f(١) = x که کردیم تعریف f : {١, ٢} → X

مجموعه ی ی Y که ٢X = Y X م کنیم تعریف و م گیریم ایده نماد همین از .X٢ = X{١,٢}

.٢X = {٠, ١}X ساده عبارت به است عضویی دو

است χA : X → {٠, ١} صورت به مشخصه تابع ی ،٢X عضو هر که م کنیم یادآوری دوباره

که

χA(x) =

{
١ , x ∈ A
٠ , x /∈ A

.P (X) ∼= ٢X صورت این در باشد. مجموعه ی X کنید فرض .۵ . ۶ . ۴ قضیه

م کنیم. تعریف φ(A) = χA ضابطه ی با را φ : P (X)→ ٢X تابع برهان.
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A٢ و A١ مجموعه دو هر برای است. ی به ی تابع ی φ که م شود ثابت سادگ به

A١ = A٢ ⇔ ∀x ∈ X χA١(x) = χA٢(x)⇔ χA١ = χA٢ ⇔ φ(A١) = φ(A٢)

f−({١})١ = A کنیم تعریف اگر حال است. تابع ی f : X → {٠, پس{١ ،f ∈ ٢X اگر حال

یعن f = χA و A ∈ P (χ) ی ازای به f = χA بنابراین f−({٠})١ = X \ A پس

است. ی به ی تناظر ی پس پوشاست و ی به ی φ پوشاست. φ پس .φ(A) = f

است عضویی ٢n مجموعه ی ی P (X) باشد، عضویی n مجموعه ی ی X اگر که م دانید

مجموعه ی چه با را P (X) باشد، نامتناه مجموعه ی ی X اگر که م آید پیش سوال این حال

آنکه ر دی نکته ی است. معادل مجموعه کدام با P (N) مثال عنوان به کرد. متناظر م توان آشنایی

برای موضوع این آیا نیست. متناظر X با وقت هیچ P (X) آنگاه باشد، متناه X اگر که م دانیم

قضیه ی جمله از مهم قضایای در را سوالات این جواب است؟ برقرار نیز نامتناه مجموعه های

م رسیم. کانتور پارادوکس به آن از و م بینم شرودر‐برنشتاین قضیه  ی و کانتور

ضابطه ی با f : X → P (X) مانند پوشا غیر ی به ی تابع ی ،X مجموعه ی هر ازای به

آنگاه باشد، ی به ی تابع ی g : X → Y اگر که م دانید و دارد. وجود f(x) = {x}

است این سوال حال است. متناظر Y مجموعه ی زیر ی با X یعن Im(g) ⊆ Y و X ∼= Im(g

تابع چنین که کرد ثابت کانتور کرد. تعریف P (X) و X بین دوسویی تابع ی م توان آیا که

ندارد. وجود

.X ≇ P (X) ،X مجموعه ی هر ازای به (کانتور) .۶ . ۶ . ۴ قضیه
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باشد. دوسویی f : X → P (X) تابع م کنیم فرض م کنیم. استفاده خلف برهان از برهان.

f که آنجا از خلف، فرض بنابه است. P (X) از عضویی A = {x ∈ X|x /∈ f(x)} مجموعه  ی

حال .f(a) = A که است موجود چنان a ∈ X پس پوشاست

و .a /∈ A که است X از عنصری a آنگاه a ∈ A اگر

.a ∈ A پس است A در که است X از عنصری a آنگاه a /∈ A اگر

م رسیم. تناقض به صورت هر در و

ندارد. وجود P (X) و X بین دوسویی تابع هیچ بنابراین

است. ن مم غیر یا و سخت خیل متناظر مجموعه ی دو بین دوسویی تابع تعریف مواقع بعض

کرد. تعریف ری دی به ی از ی به ی تابع ی فوق همانند م توان ول

یافت؟ م توان مجموعه دو تناظر برای راه آیا که است این سوال

ی به ی توابع Aبتوان Bبه از Bو Aبه از اگر که نمود مطرح شیوه این به را موضوع این کانتور

کردند. ثابت را قضیه این برنشتاین و شرودر بعدها هستند. متناظر هم با دو آن آنگاه کرد، تعریف

ی با A که باشند چنان B و A مجموعه ی دو کنید فرض (شرودر‐برنشتاین) .٧ . ۶ . ۴ قضیه

معادلند. هم با B و A صورت این در باشند. هم ارز A زیرمجموعه ی ی با B و B زیرمجموعه ی

م کنیم. ثابت است A زیرمجموعه ی ی B که B و A مجموعه ی دو برای را قضیه ابتد برهان.

مسئله جواب همان تابع A = B اگر است. ی به ی i : B ↪→ A شمول تابع که است بدیه

باشد. ی به ی تابع ی f : A → B و A از سره ای زیرمجموعه ی B که م کنیم فرض است.

م توان x ∈ A هر ازای به پس f(A) ⊆ B و B ⊂ A که آنجا از .A ∼= B م کنیم ثابت
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به و fn(x) = f(fn−١(x)) ،n ∈ N هر ازای به و f٣(x) = f(f٢(x)) ،f٢(x) = f(f(x))

کرد. تعریف fn(X) = f(fn−١(X)) ،X ⊆ A هر ازای

اگر است. شده گرفته نظر در f٠(A \B) = A \B که C =
∪∞

n=٠ f
n(A \B) که کنید فرض

y ∈ fn(A \B)∩ fm(A \B) اگر که زیرا fn(A \B)∩ fm(A \B) = ∅ آنگاه ،m ̸= n

،f تابع ی به ی بنابه y = fn(x١) = fm(x٢) که موجودند چنان x١, x٢ ∈ A \ B آنگاه

این و x١ ∈ A \ B ه حالی در x١ ∈ Im(f) ⊆ B پس fm−n(x٢) = x١ ،m > n فرض با

تعریف زیر صورت به را h تابع حال A \C ⊆ B پس A \B ⊆ C که آنجا از است. تناقض ی

م کنیم

h(x) =

{
f(x) , x ∈ C
x , x ∈ A \ C

است. ی به ی h همان تابع و f تابع ی به ی بنابه

بنابه .f(C) ⊆ C و f(C) = f(
∪∞

n=٠ f(A \ B)) =
∪∞

n=١ f(A \ B) که است واضح

لذا Im(h) = f(C) ∪ (A \ C) ، h تابع تعریف

Im(h) = (A \
∞∪
n=٠

fn(A \B)) ∪ f(
∞∪
n=٠

fn(A \B))

= (A \
∞∪
n=٠

fn(A \B)) ∪ (
∞∪
n=١

fn(A \B))

= (A \ f٠((A \B) = A \ (A \B) = B

.A ∼= B پس است. دوسویی تابع ی h : A→ B بنابراین

،B٠ ∼= A و A٠ ∼= B که طوری به باشد B و A زیرمجموعه ی دو ترتیب به B٠ و A٠ اگر حال
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، ی به ی توابع ترکیب آنجاکه از باشد، دوسویی g : B → A٠ و f : A → B٠ کنیم فرض و

قسمت بنابه A٠ ⊆ A است. ی به ی A٠ به A از A f→ B٠
i→ B

g→ A٠ پس است، ی به ی

.A ∼= B هم ارزی تعدی خاصیت بنابه لذا A٠ ∼= B فرض طبق .A ∼= A٠ اثبات اول

با g : N × N → N تابع و f(n) = (١, n) ضابطه ی با f : N → N × N تابع .١ . ۶ . ۴ مثال

.N ∼= N× N پس هستند ی به ی تابع دو g(m,n) = ٢n × ٣n ضابطه  ی

.Nn ∼= N ،n ∈ N هر ازای به که کرد ثابت م توان استقراء با

به A از بتوان که باشد چنان A زیرمجموعه ی ی B و متناه مجموعه ی ی A اگر .٢ . ۶ . ۴ تذکر

.A = B آنگاه کرد، تعریف ی به ی تابع ی B

است. استفاده قابل نامتناه مجموعه های برای شرودر‐برنشتاین قضیه ی که بدانید پس

به نسبت n و m که f(m
n
) = (m,n) ضابطه ی با h : Q>٠ → N × N تابع .٢ . ۶ . ۴ مثال

است ی به ی تابع ی قبل مثال در g با h ترکیب پس است. ی به ی تابع ی اولند، هم

پس است. ی به ی i : N → Q>٠ شمول تابع که است بدیه .g ◦ h : Q>٠ → N

.N ∼= Q>٠

.N ∼= Q<٠ صورت همن به

این در باشند. فرد و زوج طبیع اعداد مجموعه ی ترتیب به O و E کنید فرض .٣ . ۶ . ۴ مثال

و f(n) = ٢n ضابطه  های با g : N → O و f : N → E تابع دو ،O ∼= N ∼= E صورت

.O ∼= Q>٠ و E ∼= Q<٠ لذا هستند. دوسویی g(n) = ٢n− ١
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پس N ∼= N ∪ {٠} که است بدیه .۴ . ۶ . ۴ مثال

N ∼= O ∪ E ∪ {٠} ∼= Q>٠ ∪Q<٠ ∪ {٠} = Q

لذا Z>٠ ∼= N ∼= Z<٠ که است بدیه .۵ . ۶ . ۴ مثال

Z ∼= Z>٠ ∪ Z<٠ ∪ {٠} ∼= O ∪ E ∪ {٠} = N ∪ {٠} ∼= N

.Z ∼= N پس

.P (X) ∼= P (Y ) آنگاه ،X ∼= Y اگر .٨ . ۶ . ۴ قضیه

P (X) ∼= پس ٢X ∼= ٢Y قضیه طبق آنگاه ،X ∼= Y اگر و P (X) ∼= ٢X که م دانیم برهان.

.P (Y )

.٢N ∼= ٢Q و P (N) ∼= P (Q) پس N ∼= Q .۶ . ۶ . ۴ مثال

P (N) ∼= R. .٩ . ۶ . ۴ قضیه

ی به ی تابع ی f(h) = o · h(١)h(٢)h(٣) · · · ضابطه ی با f : ٢N → R تابع برهان.

تاست. ی ،٢ مبنای در عدد هر نمایش که زیرا است.

ضابطه ی با را g : R→ P (Q) تابع حال

g(a) = {x ∈ Q|x < a}

دارد وجود a < r < b گویا عدد ی حداقل a < b حقیق عدد دو هر ازای به م کنیم تعریف

که آنجا از است. ی به ی g بنابراین .r /∈ g(a) ول r ∈ g(b) که زیرا g(a) ̸= g(b) لذا
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شرودر‐ قضیه ی بنابه دارد. وجود P (N) به R از ی به ی تابع ی پس ، P (Q) ∼= P (N)

.P (N) ∼= R برنشتاین

.۴ . ۶ . ۴ نتیجه

P (N) ∼= P (Z) ∼= P (Q) ∼= R

Q و Z ،N مجموعه های لذا نیست هم ارز خود، توان مجموعه ی با مجموعه ای هیچ که آنجا از

نیستند. هم ارز R مجموعه ی با

است. دوسویی f(x) = tanx ضابطه ی با f : (−π
٢
,
π

٢
)→ R تابع .٧ . ۶ . ۴ مثال

−π
٢

π
٢

x

y
f(x) = tanx

a b

c

d

x

y

(b, d) و (a, c) نقطه ی دو واصل پاره خط وسیله  ی به (c, d) و (a, b) باز بازه  ی دو هر .٨ . ۶ . ۴ مثال

آورید. دست به را آن ها بین خط تابع اثبات برای دارند. ی به ی تناظر
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مجموعه ها١٧١ تناظر .۶ . ۴

است. هم ارز R با (a, b) بازه ی هر .٩ . ۶ . ۴ مثال

نیست. هم ارز N و Z و Q با بازه ای هیچ .١٠ . ۶ . ۴ مثال

تمرین

را دارند وجود زیر مجموعه های در که توابع تعداد باشد. ناته مجموعه ی ی A کنید فرض .١

بیابید.

∅ ×A ج: A× {١} ب: {١} ×A الف:

∅ × ∅ ه: A× ∅ د:

کنید. ثابت را ٣ . ٣ . ۴ قضیه الف قسمت .٢

نباشد. برقرار تساوی که بیاورید مثالهایی .f(
∩

i∈I Ai) ⊆
∩

i∈I f(Ai) کنید ثابت .٣

کنید. ثابت را ٣ . ١ . ۴ نتیجه .۴

صورت: این در باشد. تابع ی f : X −→ X کنید فرض .۵

.f = IX اگر تنها و اگر است انعکاس خاصیت دارای f الف:

.f ◦ f = IX اگر وتنها اگر f = f−١ اگر تنها و اگر است تقارن خاصیت دارای f ب:

است. تعدی خاصیت دارای صورت هر در f ج:

که: بزنید مثال B ⊆ Y و A ⊆ X مجموعه های و f : X −→ Y مانند توابع .۶

.A ⫋ f−١(f(A)) ب: .f(f−١(B)) ⫋ B الف:

A ⊆ X Xو برای کاف و لازم شرط باشد. مشخصه تابع ی χA : X −→ {٠, ١} کنید ٧.فرض

: χA که بیابید

باشد. دوسویی ج: باشد. ی به ی ب: باشد. پوشا الف:
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تابع .۴ ١٧٢فصل

تابع که بیابید Y و X برای کاف و لازم شرط باشد. ثابت تابع ی f : X −→ Y کنید فرض .٨

:f

باشد. دوسویی ج: باشد. ی به ی ب: باشد. پوشا الف:

.m ≤ n و دارد عضو n ،Y و عضو m ،X مجموعه های کنید فرض .٩

کرد. تعریف م توان Y به X از ی به ی تابع چند الف:

کرد. تعریف توان م دوسویی تابع چند آنگاه ،m = n اگر ب:

بزنید. مثال طبیع اعداد به مثبت گویای اعداد از غیرپوشا ی به ی تابع ی .١٠

کنید: ثابت باشد. تابع ی f : X −→ Y کنید فرض .١١

اگر تنها و اگر است ی به ی f الف:

∀A ⊆ X, f−١(f(A)) = A

اگر وتنها اگر fپوشاست ب:

∀B ⊆ Y, f(f−١(B)) = B

کنید: ثابت باشد. تابع ی f : X −→ Y کنید فرض .١٢

اگر تنها و اگر است ی به ی f الف:

∀A ⊆ X, f(Ac) ⊆ (f(A))c

اگر وتنها اگر fپوشاست ب:

∀A ⊆ X, (f(A))c ⊆ f(A)c

باشند. داشته چپ معکوس بینهایت که بزنید مثال توابع .١٣

باشند. داشته راست معکوس بینهایت که بزنید مثال توابع .١۴
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مجموعه ها١٧٣ تناظر .۶ . ۴

تابع f : X −→ R≥٠ و مختصات مبدا مرکز به دایره های تمام مجموعه ی X کنید فرض .١۵

کنید. بررس را f تابع پوشایی و ی به ی وضعیت باشد. مساحت

کنید: ثابت باشند. تابع دو g : Y −→ Z و f : X −→ Y کنید فرض .١۶

است. ی به ی نیز g ◦ f آنگاه باشند، ی به ی g و f اگر الف:

است. پوشا نیز g ◦ f آنگاه باشند، پوشا g و f ب.اگر

است. ی به ی نیز f آنگاه باشد، ی به ی g ◦ f اگر ج:

است. پوشا نیز g آنگاه باشد، پوشا g ◦ f اگر د:

دام هیچ اما باشد دوسویی آنها ترکیب که بزنید مثال g : Y −→ Z و f : X −→ Y تابع دو .١٧

نباشند. دوسویی

که: بزنید مثال Y به X از غیرپوشا ی به ی توابع .١٨

.Y = R, X = R× R ب: .X = R, Y = R× R الف:

بیابید. را تابع برد و دامنه است. معکوس پذیر y =
ax+ b

cx+ d
ضابطه ی با گویا تابع هر کنید ثابت .١٩

گردد. دوسویی تابع که کنید تعیین طوری را f(x) = sin(x) ضابطه ی با f تابع برد و دامنه .٢٠

.X ∼= Y آنگاه ،P (X) ∼= P (Y ) اگر کنید ثابت باشند. مجموعه دو Y و X کنید فرض .٢١

آنگاه ،XI ∼= Y I اگر کنید ثابت باشند. ته غیر مجموعه ی سه I و Y ،X کنید فرض .٢٢

.X ∼= Y

کنید: ثابت باشد. Y ∩ Z = ∅ و ته غیر مجموعه ی سه Z و Y ،X کنید فرض .٢٣

.XY ×XZ ∼= XY ∪Z

.XN ×XN ∼= XN کنید: ثابت باشد. غیرته مجموعه ی ی X کنید فرض .٢۴
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تابع .۴ ١٧۴فصل

X١, X٢, ..., Xn مجموعه ی n هر ازای به کنید ثابت .٢۵

.X١ ×X٢ × ...×Xn
∼= Xm١ ×Xm٢ × ...×Xmn

از ری دی آرایش هر با را حاصلضرب اگر که معن بدین {m١,m٢, ...,mn} = Nn آن در که

هستند. هم ارز بنویسیم، اندیس ها

هم ارزی رابطه ی .٢۶

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ a+ d = b+ c

کنید ثابت یرید. ب درنظر f(a, b) = a − b ضابطه ی با را f : N × N −→ Z تفاضل تابع و

نتیجه آن از و است تابع اساس قضیه ی در شده تعریف هم ارزی رابطه ی همان فوق هم ارزی رابطه ی

.N× N/ ∼∼= Z یرید: ب

هم ارزی رابطه ی .٢٧

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒ ad = bc

کنید ثابت یرید. ب درنظر f(a, b) = a/b ضابطه ی با را f : Z×Z \ {٠} −→ Q کسری تابع و

نتیجه آن از و است تابع اساس قضیه ی در شده تعریف هم ارزی رابطه ی همان فوق هم ارزی رابطه ی

.Z× Z \ {٠}/ ∼∼= Q یرید: ی

است. هم ارزی رابطه ی ی زیر رابطه ی کنید، ثابت است. مفروض f : X → Y تابع .٢٨

بیابید. را آن خارج قسمت مجموعه ی و هم ارزی کلاس های

R(f) = {(a, b) ∈ X × Y |f(a) = f(b)}
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